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Die wesentlichen Eigenschaften linearer Optimierungsaufgaben waren neben Linearitét von
Zielfunktion und Nebenbedingungen, dass ausschliefllich kontinuierliche Variable vorkamen.
Aber schon bei Transport- und Zuordnungsproblemen spielten ganzzahlige Werte der Va-
riablen eine Rolle, da andere Werte keine sinnvollen Losungen ergaben. Die Ganzzahligkeit
ergab sich dabei zwangsldufig aus der mathematischen Struktur dieser Modelle und musste
deshalb nicht als zusétzliche Restriktion gefordert werden. Somit konnten diese Modelle
als Spezialfille der linearen Optimierung abgehandelt werden. Eine zuséatzlich auftretende
Forderung nach Ganzzahligkeit von Losungsvektoren zu einer beliebigen linearen Opti-
mierungsaufgabe kann jedoch zu erheblichen theoretischen und rechnerischen Problemen
fithren. Deshalb sind auch Kenntnisse zur Komplexitatstheorie niitzlich.

Viele diskrete Optimierungsprobleme haben eine Interpretation als ganzzahlige lineare oder
gemischt-ganzzahlige lineare Optimierungsaufgabe. Diskrete Optimierungsprobleme treten
immer dann auf, wenn die betrachteten Gréflen nur endlich oder abzéhlbar unendlich viele
Werte annehmen. Im ersten Fall spricht man auch von kombinatorischen Optimierungspro-
blemen. Die Kombinatorik befasst sich bekanntlich mit den verschiedenen M&glichkeiten
der Anordnung endlich vieler Objekte. Die Graphentheorie stellt in diesem Bereich viele
Begriffe zur Beschreibung zugehoriger Optimierungsprobleme bereit.

Der Problemkreis der diskreten Optimierung erscheint bei unscharfer Betrachtung als Viel-
zahl einzelner Probleme, iiber die mittels tiefgreifender Uberlegung Aussagen gewonnen
werden konnen, die Beziehungen zu vielen anderen mathematischen Disziplinen aufweisen.
Man kann aber feststellen, dass fiir diese Probleme allgemeine formalisierte Losungsme-
thoden vorliegen. Die Untersuchungen der letzten Jahrzehnte zeigen, dass sich die diskrete
Optimierung zu einem eigenstindigen und perspektivreichen Teilgebiet der mathemati-
schen Optimierung mit sehr spezifischen Denk- und Arbeitsweisen entwickelt hat.

Die Behandlung dieses extrem umfangreichen und vielschichtigen Gebietes kann in diesem
Rahmen nur exemplarisch erfolgen. In der Lehrveranstaltung erfolgt die Darlegung grund-
legender Begriffe, eine Vorstellung von Modellierungstechniken an Hand von Beispielen,
die zu speziellen ganzzahligen Optimierungsaufgaben fiihren, die Beschreibung von Prin-
zipien zur Konstruktion exakter Losungsverfahren und die Charakterisierung von Néhe-
rungsverfahren. Fiir weiterfithrende Betrachtungen sei auf die umfangreichen Monografien
von [NeWo88] [KoVy00] und [Schr03] zur diskreten und kombinatorischen Optimierung
verwiesen, die sich tiefgriindig mit einer Vielzahl von Problemen auseinandersetzen.
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Kapitel 1

Begriffe zur diskreten Optimierung

Zur Formulierung der Aufgabenstellung wird zunéchst der Begriff der diskreten Menge ein-
gefiihrt. Es sei vorausgesetzt, dass sich eine diskrete Menge S in einen metrischen Raum H,
zum Beispiel in den n-dimensionalen Vektorraum R™ mit der iiber die Euklidische oder eine
andere Norm erklarten Metrik einbetten l&sst.

Definition 1.1
Eine Menge S heiflt diskret, wenn eine der beiden folgenden Forderungen erfiillt ist:

a) S ist endlich.

b) S C H, wobei H ein metrischer Raum ist, und zu S existiert ein £ > 0, so dass fiir
jedes x € S die Eigenschaften K(z,e) C H und K(z,e) NS = {z} gelten, wobei
K(z,¢) eine Kugel um = € H mit Radius € > 0 ist.

Bemerkung 1.1

Eine Menge S mit S = S} x Sy, S1 # 0, Sy # () und S diskret, heifit gemischt diskret.
Eine Menge S C R" ist demzufolge gemischt diskret, wenn mindestens eine aber nicht alle
Komponenten von z € S diskret sind.

Es sei S # ) eine diskrete Menge und f : S —— R! eine reellwertige Funktion.

Modell DOP (Diskretes Optimierungsproblem):

f(z) — min

(1.1)

res

Gesucht ist das Minimum von f iiber S oder die Aussage “Aufgabe unlésbar”.
Gilt f* = min,eg f(z), dann ist die Optimalmenge S* = {x | z € S A f(z) = f*} oder
wenigstens ein Element x* € §* zu bestimmen.

Bemerkung 1.2
Ein kombinatorisches Optimierungsproblem liegt genau dann vor, wenn die Menge S in
(1.1) nichtleer und endlich ist. Fiir eine kombinatorische Optimierungsaufgabe gilt stets

)
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Kombinatorische Optimierungsprobleme sind oft in einer konkreten Struktur gegeben. Die
Menge S wird nicht dadurch beschrieben, dass man alle Elemente explizit aufzéhlen kann.
Sie ist meist implizit durch die Angabe von gewissen Eigenschaften charkterisiert. Auch
die Funktion f wird konkret durch eine Vorschrift gegeben sein.

Viele Probleme der kombinatorischen Optimierung werden durch folgende Modellierung
erfasst: Eine Grundmenge werde durch die Indexmenge N = {1,...,n} beschrieben. Mit
c = (c1,...,¢c,)" seien die Elemente von N bewertet. Einer Teilmenge F' C N wird die
Bewertung c(F) = .- ¢; zugeordnet. Weiter sei F eine Familie von Teilmengen von N.
Die Menge aller Teilmengen von N ist die mit Pot(N) bezeichnete Potenzmenge. Dann gilt
F C Pot(N). Die Familie F beschreibt den zuléssigen Bereich und entspricht der diskreten
Menge S. Damit wird durch

¢(F) — min

FeF (12

eine kombinatorische Optimierungsaufgabe mit linearer Zielfunktion dargestellt.

Es sei S eine diskrete Menge und A C S . Durch die Frage
Gehort einy € S zu A ?

wird ein diskretes Entscheidungsproblem formuliert.
Dem diskreten Entscheidungsproblem kann mittels der charakteristischen Funktion

B 0, z€A
flw) = 1, zeS\A

eine diskrete Optimierungsaufgabe zugeordnet werden.

Fiir die Beschreibung von Prinzipien zur Konstruktion von Loésungsverfahren sind noch
einige weitere Begriffe einzufiihren.

Definition 1.2
Gegeben seien die Optimierungsaufgaben
P: f(z) > min, ze€S
Q: g(x) > min, ze€RNS
Q heiit Einbettung von P, wenn folgende Eigenschaften gelten:

a) fr=mnf(z) = ¢ = min g(z)

b) Te RNS Ag(@)=9" = f(@)=f"

Aus der Losbarkeit der Aufgabe P soll mittels der ersten Forderung auch die Losbarkeit
der Aufgabe @ folgen. Mit dem Optimalwert ¢* kann man dann formal die Optimalmenge
R ={z |z € RNSAg(x) = g*} bestimmen. Die zweite Forderung garantiert die
Inklusion R* C S*. Im Falle der Losbarkeit von P wird bei einer Einbettung wenigstens
eine Optimallosung von P mit Hilfe der Optimierungsaufgabe ) bestimmt.



Definition 1.3
Gegeben seien die Optimierungsaufgaben
P: f(z) > min, xze€S
Q: g(x) >min, z€R
@ heiBt Relaxation von P, wenn folgende Eigenschaften gelten:
a) SCR
b) g(x) < f(z), VeesS

Die Funktion g ist eine Minorante zur Funktion f fiir Elemente x € S.

Im Allgemeinen erhélt man eine Relaxation zu P, wenn aus der impliziten Beschreibung
der Menge S nicht alle Informationen auf die Menge R iibertragen werden. Dies kann zum
Beispiel dadurch geschehen, dass man explizit angegebene Diskretheitsforderungen wie die
Ganzzahligkeit von Variablenwerten fallen l&sst.

Satz 1.1
Gegeben sind die Optimierungsaufgabe P und eine zugehotrige Relaxation ). Beide Auf-
gaben seien losbar, das heifit f* = migl f(x) und ¢* = mig g(z) . Dann gilt:

S xe

i) go< [
(i) g@)=g" ATeS Ayg@)=FfT = [f@)=r

Die erste Bezichung besagt, dass ¢g* eine untere Schranke fiir den gesuchten Optimalwert der
Optimierungsaufgabe P ist. Das in der zweiten Beziehung aufgefiihrte naive Optimalitéts-
kriterium fiir die Losung © € S wird oft in Losungsprinzipien zur diskreten Optimierung
verwendet.

Definition 1.4
Gegeben seien die Aufgaben

P f(z) > min, ze€S
P, f(x) 5>min, ze€S,, k=1,..,1

!
Gilt S = U Sy, dann ist Py, k =1, ...,1, eine Separation von P.

k=1
Gilt zusétzlich S,NS, = 0, u,v=1,...,1,u # v, dann liegt eine strenge Separation, auch

Partition genannt, vor.

Mittels Separation wird die Aufgabe P in eine endliche Anzahl “kleinerer” Aufgaben Py
zerlegt. Bei der Ubertragung geht keine Losung aus S verloren. Wiinschenswert wire eine
(implizite) Beschreibung der Mengen Sy, k = 1, ..., [, so, dass jede Losung x € S in genau
einer der Mengen S, k =1, ..., [, enthalten ist.
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Kapitel 2

Modellierung von
Diskretheitsbedingungen

2.1 Optimierungsprobleme mit Ganzzahligkeitsforde-
rungen

Diskrete Optimierungsaufgaben iiber dem Raum R”™ erhélt man formal durch die Beschrei-
bung mittels skalarer Funktionen und diskreter Mengen fiir einzelne Komponenten des
Losungsvektors. Es seien D;, j = 1,...,n, diskrete Mengen im R'. Dann wird durch

f(z1,...;x,) — min
gi(xy,..oxy) > 0, i=1,..m (2.1)
€ S Dj y jzl,...,n

eine allgemeine diskrete Optimierungsaufgabe im R™ beschrieben.

Im Falle D; = NU {0}, j = 1,...,n, nehmen alle Variable nur nichtnegative ganzzahli-
ge Werte an und man spricht von einer ganzzahligen Optimierungsaufgabe. Erfolgt eine
zusétzliche Einschrénkung auf D; = {0; 1}, j = 1,...,n, dann liegt eine bindre Optimie-
rungsaufgabe vor.

Zur Formulierung der folgenden beiden ganzzahligen Optimierungssprobleme wird mit
Ny = NU {0} die Menge der nichtnegative ganzen Zahlen bezeichnet.

Modell GGLOA (gemischt ganzzahlige lineare Optimierungsaufgabe):

n l
z:g cjxj+g dpyr — max
j=1 k=1
n

l
Zaijxj+zbikyk = b, i=1,..m (2.2)
k=1

J=1
T; € No, 7=1,...,n

Yk > 0, kzl,,l
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Die gemischt ganzzahlige lineare Optimierungsaufgabe kann auch als Minimierungsaufgabe
sowie auch mit Ungleichungsrestriktionen dargestellt werden. Um zu den in (2.2) formu-
lierten Gleichungen zu kommen, muss man nur Schlupfvariable einfithren und diese zu den
kontinuierlichen Variablen zéhlen.

Modell GLOA (rein ganzzahlige lineare Optimierungsaufgabe):

n
Z = E Cjx; — max
Jj=1
n

E A5 = bl‘, @zl,...,m

j=1
T; € Ng, 7=1,...,n

Eine durch Ungleichungen formulierte rein ganzzahlige lineare Optimierungsaufgabe der

Form
z=c'ct — max

Az < b
x > 0, ganzzahlig

ist nach Einfithrung des Vektors der Schlupfvariablen u &quivalent zur folgenden gemischt
ganzzahligen linearen Optimierungsaufgabe:

z=c'z+0"u — max
Ar+Fu = b
x > 0, ganzzahlig
u > 0

Man kann nicht automatisch auch an den Vektor u die Ganzzahligkeit fordern.

Ganzzahlige lineare Optimierungsmodelle besitzen sehr viele praktische Anwendungen. An
dieser Stelle soll stellvertretend ein Modell zur Zuschnittoptimierung angegeben werden.
Man findet derartige Probleme bei industriellen Fertigungsvorgéangen, wo Material fiir die
weitere Verarbeitung oder den Verkauf zugeschnitten wird. Dabei wird ein Zuschnittplan
gesucht, bei dem entweder der Abfall oder der Verbrauch des eingesetzten Ausgangsmateri-
als minimiert wird. Hier soll ein eindimensionales Zuschnittproblem betrachtet werden, das
heifit man hat nur eine Abmessung wie etwa beim Zuschnitt von Eisentridgern im Bauwesen
zu beriicksichtigen.

Es sei L die Léange der zu zerschneidenden Ausgangsstiicke. Die Léngen der benétigten
Teilstiicke sei mit I;, i = 1, ..., m, bezeichnet. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gelte
[ > 1y > ... >1,. Es ist bekannt, dass mindestens b;, + = 1, ..., m, Teilstiicke der Nummer
i fiir gewisse Auftrage benotigt werden. Jetzt braucht man noch zulédssige beziehungsweise
sinnvolle Zuschnittkombinationen.

Fiir eine Zuschnittkombination mit Nummer j € {1,...,n} selen mit a;;,7 = 1,...,m,
die Anzahl der Langen [; gegeben, die man aus der Ausgangslinge L abschneidet. Eine
Zuschnittkombination j ist zuléssig und sinnvoll, wenn

OSL_Zazglz<lm; j=1..n

=1
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gilt. Verzichtet man auf den zweiten Teil der Ungleichungen, dann entstehen zwar zulédssi-
ge Zuschnittkombinationen, aber vom verbleibenden Rest konnten noch bendétigte Teile
abgeschnitten werden.

Die zu bestimmenden Werte der Variablen z;, j = 1,...,n, geben an, wie oft eine Lénge
L nach der Zuschnittkombination j geschnitten werden soll. Will man die Anzahl der fiir
die Auftrige benotigten Ausgangsstiicke minimieren, dann erhédlt man das folgende rein
ganzzahlige Optimierungsmodell in Ungleichungsform:

n
Iy = g r; — min
=1

n
E ;5 T j > bi, izl,...,m
=1

T; € No, j=1,...n

Fiir die Minimierung des Verschnittes wird die Zielfunktion

n

ZAF = Z (L — iazj ll> T; — min
i=1

j=1

verwendet. Bei diesem Zielkriterium kann es aber zur Uberproduktion einzelner Teilstiicke
kommen. Dies ist unproblematisch, wenn diese Léngen noch zu einem spéteren Zeitpunkt
verwendet werden konnen. Es wire aber auch denkbar, eine Uberproduktion durch zusitz-
liche Restriktionen einzuschranken.

2.2 Modellierung mit Hilfe von 0-1-Variablen

In vielen praktischen Situationen sind Entscheidungen zu treffen, ob ein Projekt realisiert
werden soll, oder nicht. Kénnen die Variablen in (2.3) nur die Werte Null oder Eins anneh-
men, dann spricht man von einer binéren linearen Optimierungsaufgabe oder einer linearen
0-1-Optimierungsaufgabe. Sie ldsst sich in allgemeiner Form wie folgt darstellen:

Modell L-01-OA (lineare 0-1-Optimierungsaufgabe):

n
max
z = E C;Z; — .
min
Jj=1
n

E aijxj

J=1

(2.4)

VA
&
I
\.H
3

m

{0:1}, j=1,...n

Bei bindren Variablen ist die Linearitdt von Funktionen, die bei der Beschreibung dieses
Modells vorliegt, nicht mehr so wesentlich. Prinzipiell kann (2.4) auch durch eine kom-
binatorische Optimierungsaufgabe der Gestalt (1.2) beschrieben werden. Damit liegt ein
qualitativ anderer Problemtyp vor.

L
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Ein besonders anschaulisches Beispiel fiir eine lineare 0-1-Optimierungsaufgabe ist das
Rucksackproblem, auch unter dem Namen Knapsack Problem bekannt. Gegeben sei eine
Menge von auswéhlbaren Gegenstéanden j € {1,...,n}, die ein Wanderer in seinen Rucksack
packen mochte. Der Gegenstand j besitze den Nutzen c¢; und das Gewicht g;. Mit G wird
das Hochstgewicht der mitzunehmenden Gegensténde vorgegeben. Bezeichnet man mit

v = { 1, Gegenstand j wird eingepackt Cj=1..n

0, sonst

die bindren Variablen, so lisst sich das Modell wie folgt formulieren:

Modell RSP (Rucksackproblem):
z = Z ¢jr; — max
j=1

Zgj r; < G
j=1

z; € {0;1}, j=1,...,n

(2.5)

Ublicherweise setzt man fiir die Daten eines Rucksackproblems ¢; >0,g >0,9 <G,
j=1,.,n,und 3°% | g; > G voraus.

Anwendungen zu diesem auf dem ersten Blick recht einfach erscheinenden Modell findet
man unter anderem in der Investitionsplanung. Die Groflie G kann als Budget interpretiert
werden, das in n Projekte mit den Kosten g; und zu erwartenden Gewinnen c; investiert
werden soll.

Ein klassisches Beispiel fiir eine kombinatorische Optimierungsaufgabe, die sich auch mit
Hilfe von binéren Variablen formulieren ldsst, ist das sogenannte Mengeniiberdeckungspro-
blem (Set Covering).

Gegeben sei eine Familie von n Teilmengen M;, j € N = {1,2,...,n}, einer Grundmenge
M = {1,2,...,m}, das heifit es gilt M; C M, j € N. Jeder Menge M; sind Kosten c;
zugeordnet. Gesucht ist eine kostenminimale Uberdeckung der Menge M durch ein System
von ausgewéhlten Teilmengen M;, j € J, J C N.

Damit kann folgendes Modell aufgestellt werden:

Modell MUP  (Mengeniiberdeckungsproblem):
Z ¢; — min
jeJ
UM =M (2.6)
jeJ

JCN
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Die Mengen M;, j € N, kénnen durch Spaltenvektoren einer Matrix A reprasentiert wer-
den:

|1, falls i € M; .

ij { 0, falls igr, * JEN

Mit den binaren Variablen

1, ged
TN 0, jeJ

lasst sich die folgende spezielle lineare 0-1-Optimierungsaufgabe zuordnen:

n

Zzg C;T; — min
J=1
n

Zaijxj Z ]_, izl,...,m

j=1
r; € {0;1}, j=1,...,n

Hat man eine Optimallosung z* dieser Aufgabe bestimmt, dann ist ein optimales Mengen-

system J* durch die Zuordnung z =1 <= j € J* bestimmt.

Beim Mengenaufteilungsproblem (Set Partitioning) ist zusétzlich die Forderung
MyNnM=0,keJ,leJ, k#I

dem Modell (2.6) beizufiigen. In der zugeordneten linearen 0-1-Optimierungsaufgabe sind
die Ungleichungsnebenbedingungen als Gleichungen zu formulieren.

Praktische Anwendungen treten bei der Routenplanung in einem Fuhrpark auf. Dann stellt
die Menge M die anzusteuernden Ziele dar und die Mengen M;, j € N, reprisentieren
Kombinationen moglicher Ziele, die ein Fahrzeug bewéltigen kann. Das Mengenaufteilungs-
problem bestimmt einen kostenminimalen Einsatzplan unter der Annahme, dass jedes Ziel
genau einmal angesteuert wird. Beim Mengeniiberdeckungsproblem wird das mehrfache
Anfahren eines Ziels zugelassen.

Im Folgenden wird demonstriert, wie man mit Hilfe von bindren Variablen Diskretheits-
forderungen der verschiedensten Art modellieren kann. Dabei werden auch Modelltypen
vorgestellt, bei denen die Werte der bindren Variablen kein Maf} fiir eine Menge sind,
sondern einfach nur logische Entscheidungen darstellen.

Wenn Variable nur endlich viele Werte annehmen kénnen, dann haben die entsprechenden
diskreten Mengen die Gestalt D; = {d;, | k = 1,...,7;},j = 1,...,n, wobei r; > 2,
ganzzahlig, j = 1, ..., n, vorausgesetzt wird. Die Bedingungen z; € D;, j = 1,...,n, lassen
sich mit Hilfe von bindren Variablen wie folgt umformulieren:

Tj

l’j — Zdjkyjk = 0
k=1

i S j=1,...n,

J
Z Yik = 1
k=1

yir € {051}, k=1,..r;

\
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Représentieren Variable z; € {0; 1}, j = 1, ..., n, Entscheidungen {iber das Nichtausfiihren
beziehungsweise Ausfithren einer Aktivitat j, dann gibt die Restriktion

n
>
=1

(AVARTIRVAN
~+

an, dass von den n moglichen Aktivitdten hdchstens, genau beziehungsweise mindestens t
Aktivitdten auszufithren sind. Die Forderung

T < Z%‘ ;T C AL, np\ {k}
JET,

bedeutet, dass Aktivitdt & nur dann ausgefiithrt werden kann, wenn mindestens eine der
Aktivitdten aus der Menge Ty realisiert wird.

Die im Folgenden zu beschreibenden alternativen Bedingungen fithren zu nicht zusam-
menhéngenden Losungsbereichen. Dies driickt sich auch in der mdoglichen Modellierung
mit Hilfe von bin&ren Variablen aus.

Fiir ein Optimierungsproblem mit einem nichtleeren und beschrankten Grundbereich G
sollen zusétzlich alternativ die Restriktionen

n
E ;5 T j < a; , 1= 1,...,m
j=1

oder die Restriktionen

D bgay <bp, k=1,..1
j=1

erfiillt werden.
Wegen der Beschranktheit des Grundbereichs G existiert eine hinreichend grofie Zahl M,
so dass fiir alle z € G stets )7, ajz; < M, i = 1,..,m, und auch 77 byz; < M,
E=1,..1 gilt.

Der alternative Bereich kann mit Hilfe einer bindren Variable modelliert werden:
Zaijxj_(M_ai)y < a4, 1=1,...m
j=1
Zbkﬂj —(M—=bp)(1—y) < b, k=1,..1
j=1

ye€{0; 1}

Die binére Variable y geht mit dem Wert Null in die Zielfunktion des Optimierungsproblems
ein. Fiir y = 0 wird die Erfiillung der ersten m Restriktionen gefordert. Die anderen miissen
nicht unbedingt erfiillt werden. Analog sind im Fall y = 1 die letzen [ Restriktionen zu
erfiillen, aber nicht notwendig die anderen.
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Um eine echte “entweder-oder” Entscheidung geht es bei dem folgenden Problem. Ver-
schiedene Lastkraftwagen haben eine maximale Ladekapazitdt der GroSe s;, j = 1,...,n.
Wenn ein Lastkraftwagen fiir einen Einsatz vorgesehen ist, dann soll er eine Mindestmen-
geu;, 0 <wu;j <s;,7=1,..,n, aufladen. Bezeichnet man mit z;, 7 = 1,...,n, die zu
transportierende Mengen fiir den j-ten Lastkraftwagen, dann stellen sich die Forderungen

entweder x; =10
7=1,...n.

oder uj <a; <85
Diese Alternativen lassen sich auch mit Hilfe von bindren Variablen modellieren:
—zjtu;y; <0
r;—s;y; < 0 j=1..n

y; € {0;1}

Offensichtlich folgt aus y; = 0 sofort z; = 0 und der entsprechend Lastkraftwagen kommt
nicht zum Einsatz. Aus y; = 1 resultiert die Forderung u; < x; < s;. Der entsprechende
Lastkraftwagen kommt zum Einsatz und transportiert nicht nur geringfiigige Mengen.

In vielen praktischen Problemen tritt der Fall ein, dass eine Vielzahl von zu beriicksichti-
genden Restriktionen zur Nichtexistenz zuldssiger Losungen fithrt. Dann ist der Verzicht
auf die Erfiillung einer festen Anzahl von Restriktionen angebracht. Bei einem Optimie-
rungsproblem seien die Restriktionen

n

Zaijxj sz N izl,...,m

J=1

gegeben. Es sollen mindestens t dieser Restriktionen, erfiillt werden, wobei 0 < t < m gilt.
Es handelt sich jetzt um ein Optimierungsproblem mit mehrfachen Alternativen. Mit M sei
wieder eine hinreichend grofle Zahl bekannt, die als obere Schranke fiir alle Restriktionen
fiir die auszuwahlenden Losungen aus einer Grundmenge G fungiert. Jeder Restriktion wird
eine binédre Variable y;, 1 = 1,...,m, zugeordnet und das folgende System aufgestellt:

Zaij%’ < bi+(M—=b)y; , i=1,..,m
j=1

m

>y < om—t

i=1
vy € {0;1} , i=1,..,m

Fiir ein y; = 0 wird die Erfiillung der Restriktion ¢ gefordert. Sollen mindestens ¢ Restrik-
tionen erfiillt werden, dann miissen mindesten ¢ binédre Variable den Wert Null haben. Das
entspricht aber der Bedingung, dass héchstens m — t binére Variable auf Eins zu setzen
sind.

Zu beachten ist, dass bei dieser Modellierung durch > 7" y; = m — t nicht die Erfiillung
von genau t Restriktionen realisiert wird. Fiir ein y; = 1 kann die zugehorige Restriktion ¢
durchaus erfiillt sein.
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Die folgende Problemformulierung beschreibt einen dhnlichen Sachverhalt. Von den Va-
riablen z;, 7 = 1,...,n, mit vorgegebenenen Beschrénkungen 0 < z; < s;,7 = 1,...,n,
wobei s; > 0,5 = 1,...,n, vorausgesetzt wird, diirfen in einem Optimierungsproblem
in der Endlosung nicht mehr als & Variable positive Werte annehmen. Hier ist natiirlich
0 < k < n vorauszusetzen. In der Transportoptimierung kann man auf diese Weise die
Zahl der zu benutzenden Transportverbindungen einschréanken. Eine zu scharfen Vorgabe
der Zahl k kann allerdings schnell zur Unlosbarkeit einer konkreten Aufgabe fithren.

Mit Hilfe von bindren Variablen erhélt man die folgende Darstellung:

r; > 0, j=1..n

Tj — S5Y; < O, jzl,...,n

Dy <k
j=1
y; € {0;1}, j=1,...,n

Auch hier ist iiber diesen Zugang durch die Gleichung 2?21 y; = k nicht die Forderung
realisierbar, dass von den vorgegebenen n Variable genau k Variable positive Werte erhal-
ten.

Ein haufig in der Produktion auftretendes Problem ist das sogenannte Fizkostenproblem
(Fixed Charge Problem). Bei einer Serienproduktion ist die Annahme eines linearen Kos-
tenverlaufs in Abhéngigkeit von der produzierten Menge nur realistisch, wenn gewisse
Anfangs- oder Riistkosten beriicksichtigt werden. Sie fallen beim Anlaufen der Produk-
tion an und werden auch auflagefire Kosten genannt.

Der zuléssige Bereich einer Optimierungsaufgabe sei durch das Restriktionensystem

n
Zai]‘x]‘ > bi, 1= 1, T
j=1

0<z; <sj, j=1..,n

vorgegeben. Er ist offensichtlich beschrankt. Die Existenz von zuldssigen Losungen sei
gegeben. Uber diesem zulédssigen Bereich soll eine separable Funktion F'(z) der Gestalt

F(x) = ij(%‘)

mit den speziellen Fixkostenfunktionen in einer Verdnderlichen

f(x) 0 , fallsz; =0 .
(r;) = , =1,...n
I dj +cjx; , fallsz; >0 J

minimiert werden. Dabei gelte ¢; > 0, und d; > 0, j = 1, ..., n. Jede der Funktionen f;(z;)
ist monoton nicht fallend iiber dem Bereich z; € [0, s;] und unstetig an der Stelle z; = 0.
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Hinsichtlich der Optimalmengen ist zum beschriebenen Optimierungsproblem das folgende
Modell dquivalent:

n

z= Z (cjrj +djy;) — min

J=1
n
Zaij$j > by, 1=1,....m
j=1
rj—sy; < 0, j=1.,n
T Z 0, jI 1,...,7’2,

y; € {0;1}, J=1,..,n

In der zugeordneten gemischt ganzzahligen linearen 0-1-Optimierungsaufgabe setzt ein
Wert y; = 0 automatisch den Wert x; = 0 fest und es ergibt sich korrekterweise f;(x;) = 0.
Ein kleines Problem gibt es im Fall y; = 1. Dies zieht nicht automatisch die Forderung
x; > 0 nach sich, womit fiir x; = 0 nicht der korrekte Wert von f;(x;) = 0, sondern der
Wert f;(x;) = d; wiedergegeben wird.

Die eventuell auftretende, aber nicht gewollte Losung mit den Komponenten 3, = 1 und
z, = 0 ist wegen dj, > 0 nicht optimal. Andert man in dieser Losung nur den Wert der
bindren Variable auf y, = 0 und léasst x; = 0, dann wird der Sachverhalt beziiglich der
Funktion fi(zx) jetzt korrekt wiedergegeben und im zugeordneten Optimierungsproblem
hat sich der Zielfunktionswert nach dieser Anderung um den Wert dj, verbessert.

2.3 Permutationsprobleme

Ein lineares Zuordnungsproblem entsteht durch die mathematische Modellierung der fol-
genden Problemsituation:

Zur Erledigung von n verschiedenen Auftragen A; stehen n Maschinen B; zur
Verfiigung, von denen jede zur Erledigung jedes Auftrages eingesetzt werden
kann. Ist fiir jedes Paar (i,j) der Aufwand ¢;; bekannt, der beim Einsatz der
Maschine B; zur Erledigung des Auftrages A; entsteht, dann soll eine solche
Zuordnung je einer Maschine zu je einem Auftrag ermittelt werden, fiir welche
die Aufwandssumme minimal ist.

Die beschriebenen Aufwandsgrofien lassen sich in einer quadratischen n-reihigen Matrix C'
anordnen.

Eine Auswahl von Elementen einer Matrix C' heifit unabhdngig, wenn in jeder Zeile und in
jeder Spalte der Matrix C' hochstens eines der ausgewéhlten Elemente steht.

In einer quadratischen Matrix der Ordnung n existieren maximal n unabhingige Elemen-
te. Ist (41, jo, ..., jn) eine beliebige Permutation der Zahlen {1,2,...,n}, dann bilden die
Elemente c¢y;,, c2j,, .., Cnj, €ine Auswahl von n unabhingigen Elementen der Matrix C'.

Unter dem linearen Zuordnungsproblem versteht man die Bestimmung von n unabhéngigen
Elementen einer quadratischen Matrix C', so dass deren Summe minimal ausfallt.
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Es sei S,, die Menge aller Permutationen der Zahlen {1, ...,n}. Das lineare Zuordnungspro-
blem kann durch das folgende diskrete Optimierungsmodell ausgedriickt werden:

Modell L-ZOP (Lineares Zuordnungsproblem):

n

z = Cij, — Mmin
; ’ (2.7)

(jlv >jn) € Sn

Eine andere mathematische Formulierung erhilt man, wenn fiir jedes Paar (i, j) die fol-
genden binéren Variablen eingefiithrt werden:

{ 1, Auftrag A; wird Maschine B; zugeordnet
xij =

0, anderenfalls

Eine derartige Matrix X représentiert genau dann eine zuldssige Zuordnung, wenn sich in
jeder Zeile und in jeder Spalte genau ein Eintrag mit dem Wert Eins befindet.

n n
z = E E CijTij — Min

i=1 j=1

> ay=1, i=1,..n

j=1 (2.8)
Zl’ij:l, jzl,...,n

=1

z;; € {0;1}, i=1,..,n,j=1,..n

Wegen der totalen Unimodularitdat der zugehorigen Restriktionsmatrix kann man die Dis-
kretheitsbedingungen an die Variablen durch Nichtnegativitdtsbedingungen ersetzen. Jede
zu einem Eckpunkt gehorige zuléssige Basislosung der so entstandenen linearen Optimie-
rungsaufgabe erfiillt automatisch die eigentlich zu fordernden Diskretheitsbedingungen.

Bei dem quadratischen Zuordnungsproblem handelt es sich um eine wesentlich schwierigere
Aufgabe. Im Bereich der innerbetrieblichen Standortplanung sollen n gleich grofie Maschi-
nen auf n gleichartigen Plédtzen so angeordnet werden, dass die Summe der Transportkosten
zwischen den Maschinen, also nach Zuordnung der Maschinen zu den einzelnen Plétzen,
minimal wird. Dabei wird vorausgesetzt, dass die Transportkosten proportional zu der zwi-
schen den einzelnen Maschinen zu transportierenden Mengen als auch proportional zu den
zuriickzulegenden Entfernungen zwischen den einzelnen Platzen ist.

Zur Formulierung eines Permutationsmodells sind zwei Matrizen G und H festzulegen. Mit
gir, t=1,...n, k=1,...,n, seien die von Maschine ¢ zu Maschine k zu transportierenden
Mengen bekannt. Es wird dabei g; = 0,7 = 1,...,n, vereinbart. Die Entfernungen vom
Platz j zum Platz [ wird durch die GroBe hj;, j = 1,...,n, 1 = 1,...,n, erfasst. Auch hier
sei hj; = 0,7 = 1,...,n. Wird die Maschine ¢ auf den Platz j; und die Maschine k auf
den Platz j; gestellt, dann entstehen zwischen diesen beiden Maschinen Transportkosten
in Hohe von gy - hj,j, -
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Mit S,, als Menge aller Permutationen der Zahlen {1,...,n} und den beiden n-reihigen
Transportmengen- beziehungsweise Entfernungsmatrizen G und H kann die folgende Mo-
dellvariante formuliert werden:

Modell Q-ZOP (Quadratisches Zuordnungsproblem):

n

i=1 k=1

(J1s -y Jn) € Sn

Zur Formulierung einer dquivalenten 0-1-Optimierungsaufgabe mit quadratischer Zielfunk-
tion sind die folgenden Variablen zu vereinbaren:

- 1, Maschine i wird dem Platz j zugeordnet
Y1 0, sonst

Das Restriktionensystem wird vom linearen Zuordnungsproblem iibernommen. Die Dis-
kretheitforderungen an die Variablen kann man hier allerdings nicht fallen lassen.

Fiir die Formulierung der Zielfunktion ist folgendes zu beachten: Nur dann, wenn die Ma-
schine ¢ dem Platz 5 und gleichzeitig die Maschine k dem Platz [ zugeordnet wird, also
wenn z;; = 1 und x; = 1 gilt, dann fallen die Kosten g, - hj; an.

Damit ergibt sich die folgende dquivalente bindre Formulierung des quadratischen Zuord-
nungsproblems:

Z Z Z Z gikhjixix —  min

i=1 j=1 k=1 I=1
Z.Z‘Uzl, izl,...,n
(2.10)

j=1
mezlv .]:]-7 y TV

=1

z;; € {0;1}, i=1,..n,j=1..,n

Ein weiteres, sehr schwieriges Optimierungsproblem ist das sogenannte Rundreiseproblem,
dass sich vielfiltig modellieren lédsst. An dieser Stelle wird ein Permutationsmodell und ein
binéres lineares Optimierungsmodell entwickelt.

Das Rundreiseproblem, auch Traveling Salesman Problem genannt, erhielt seinen Namen
durch die folgende Aufgabenstellung:

Gegeben sind n Orte, die — ausgehend von einem von ihnen — jeder genau einmal
aufgesucht werden sollen, so dass der Ausgangspunkt erst am Ende der Reise
wieder erreicht wird und die Lénge des zuriickgelegten Weges minimal ist.

Um das Rundreiseproblem zu modellieren, miissen die Entfernungen zwischen den einzelnen
Orten ¢;;,7 =1,..,n,j = 1,...,n,1% # j, erfasst werden. Dabei ist durchaus c¢;; # cj;
denkbar, was zum Beispiel durch Einbahnsstrafien verursacht werden kann. Dann liegt ein
asymmetrisches Rundreiseproblem vor.
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Die “Entfernungen” c¢;, ¢ = 1,...,n, sind natiirlich stets Null. Fahrten vom Ort ¢ zum
Ort 7 sind sinnlos. Um diese in einem noch zu formulierenden Modell auszuschliefSen, wird
ci = M ,i=1,..,n, gesetzt, wobei M eine hinreichend grofle Zahl darstellt. Mit dieser
Manipulation liegt nun wie beim linearen Zuordnungsproblem eine n-reihige Kostenmatrix
C vor.

Eine Rundreise wird nicht allein durch die Festlegung von n unabhéngigen Elementen c;j,,
i=1,...,n, (J1,..., Jn) € S, der Matrix C' bestimmt. Es reicht also nicht aus, in jeder Zeile
und in jeder Spalte der Matrix C' genau ein Element auszuwéhlen. Es kénnen dann noch
sogenannte Kurzzyklen der Art

{(j17j2)7(j27j3)>"'7(jk7j1)} mit k<n

auftreten. Ein solcher Kurzzyklus verursacht die vorzeitige Riickkehr zum Ausgangsort ji,
obwohl n — k£ Orte noch nicht besucht wurden. Eine vollstindige Rundreise bilden also
nur Indexpaare der Form {(j1, j2), (J2, 73, )---s (41, Jn), (Jn, j1)}, wobei (41, ..., j,) eine Per-
mutation der Zahlen {1,...,n} ist. Dabei kann noch ohne Beschréinkung der Allgemeinheit
durch j; = 1 der erste Ort als Ausgang- und Endpunkt einer Rundreise festgelegt werden.

Mit der quadratischen Matrix C' der Ordnung n und der besprochenen Charakterisierung
einer Rundreise kann das Rundreiseproblem als Permutationsmodell formuliert werden:

Modell TSP (Rundreiseproblem):
n—1
Z Ciijirr T Cingn — min
i=1 (2.11)

(jla 7]71) € S’n7 jl =1

Das lineare Zuornungsproblem ist eine Relaxation des Rundreiseproblems. Damit ist auch
klar, dass zur Formulierung eines bindren Optimierungsmodells zum Rundreiseproblem das
in bindren Variablen formulierte Zuordnungsproblem (2.8) verwendet werden kann. Dabei
haben die Variablen die folgende Bedeutung:

v 1, Rundreise enthélt die Strecke von i nach j
Y1 0, sonst

In Verbindung mit den 0-1-Forderungen an die Variablen garantieren die ersten n Glei-
chungen in (2.8), dass jeder Ort genau einmal verlassen wird. Die letzten n Gleichungen
verlangen, dass jeder Ort genau einmal angefahren wird.

Zur endgiiltigen Formulierung des Rundreiseproblems in bindren Variablen miissen noch
Bedingungen zur Kurzzyklenfreiheit hinzugefiigt werden.

Um zu verhindern, dass eine Variable z;; den Wert Eins annimmt, wurden bereits die Bewer-
tungen in der Hauptdiagonale der Kostenmatrix hinreichend grofl gew#hlt. Zur Vermeidung
von Kurzzyklen unter Einbeziehung von mindestens zwei Orten ist fiir jede Permutation
(71,725 -y Jr) von k Zahlen aus der Menge {1,...,n}, 1 < k < n, die Forderung

Tjpjy + Tjojs + oo T 2550 Sk —1

zu erfiillen.
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Diese Ungleichungen koénnen durch die folgenden speziellen linearen Restriktionen realisiert
werden:

i€U jeU

Mit der Bezeichnung |U| wird die Méchtigkeit der Menge U erfasst. In der durch die Menge
U induzierten Teilmatrix Cp der Kostenmatrix C' diirfen hochstens |U| — 1 unabhéngige
Elemente ausgewéhlt werden. Ein Auswahl von |U| unabhingigen Elementen liefert mit
Sicherheit einen Kurzzyklus.

Durch ein Verbot von Kurzzyklen der Lénge k£ < |5 | konnen keine Kurzzyklen der Léange
n — k auftreten. Damit geniigt es in (2.12) die zu untersuchenden Teilmengen U auf die
Méchtigkeit von maximal 3, falls n eine gerade Zahl beziehungsweise auf "T’l, falls n eine
ungerade Zahl ist, einzuschréanken.

Problematisch ist hier allerdings die Anzahl der Nebenbedingungen. Die ezponentiell vielen
Zyklusbedingungen machen die Losung des Rundreiseproblems &uflerst schwierig.

Eine weitere Variante zur Verhinderung von Kurzzyklen wird durch die folgenden linearen
Ungleichungen beschrieben:

D> wy =1, VU:UC{l.,n}, mit2<|U]<|5] (2.13)
i€U jeU

Die Formulierung des Rundreiseproblems als binére lineare Optimierungsaufgabe der Form
(2.8), (2.12) bezichungsweise (2.8), (2.13) mit dem vollstdndigen System von Restriktionen
zur Verhinderung von Kurzzyklen hat demzufolge nur eine formale Bedeutung, da selbst
bei mittlerer Problemgrofie der immense Umfang an zusétzlichen Ungleichungen so nicht
verarbeitet werden kann.
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Kapitel 3

Komplexititstheorie

Durch den Begrift Komplexitdt wird der Aufwand zur Abarbeitung eines Algorithmus be-
ziehungsweise zur Losung eines Problems in Abhéngigkeit vom Umfang der Eingangsinfor-
mation gréfienordnungsmdfig erfasst. Effektiv arbeitende Algorithmen und in verniinftiger
Zeit 16sbare Probleme werden durch den Begriff “polynomial” charakterisiert. Mit dem Be-
griff “nichtdeterministisch polynomial” ist es moglich, Klassen komplizierterer Algorithmen
und Probleme zu untersuchen.

Das Ziel der Komplexitétstheorie ist es, fiir grundlegende Probleme nachzuweisen, dass zu
ihrer Losung bestimmte Mindestressourcen nétig sind. Die Hauptschwierigkeit liegt darin,
dass alle Algorithmen fiir das Problem betrachtet werden miissen.

Von den wichtigsten Problemstellungen der Komplexitétstheorie ist noch kein einziges
gelost. Viele der erzielten Ergebnisse setzen solide begriindete, aber unbewiesene Hypo-
thesen voraus. Fiir Probleme, die als schwierig angesehen werden, wurde nicht bewiesen,
dass sie schwierig sind. Es konnte aber gezeigt werden, das Tausende von Problemen in
Wesentlichen gleich schwierig sind. Ein effizienter Algorithmus fiir eines dieser Probleme
wiirde effiziente Algorithmen fiir alle anderen Probleme zulassen. Wiirde der Nachweis ge-
lingen, dass eines dieser Probleme nicht effizient gelost werden kann, dann wéire keines
dieser Probleme effizient l6sbar.

Einen Meilenstein der Komplexititstheorie stellt das Buch Computers and Intractability
von M.R. GAREY, D.S. JOHNSON [GaJo79] dar, das eine der ersten Monographien zu
diesem Thema ist.

3.1 Grundbegriffe und Notationen

Definition 3.1
Es sei M = {f|f: N+ R} die Menge der reellwertigen Funktionen iiber dem Bereich
der natiirlichen Zahlen. Fiir g € M sei

O(g) = {feM|Te,ngeN: f(n) <cg(n),Vn >ng},
Qg) = {feM|Ie,ngeN: f(n) >cg(n),Vn >np}t,
©(g) = O(9)NQ(g).

23
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Die Menge O(g) (gesprochen: “groff Oh”von g) enthélt alle Funktionen, die asymptotisch
nicht schneller wachsen als die Funktion g. Die Menge Q(g) enthélt alle Funktionen, die
asymptotisch mindestens so schnell wachsen wie die Funktion g. Funktionen aus der Menge
©(g) haben die Eigenschaft, dass sie die gleiche Wachstumsrate besitzen. Durch obige
Definitionen wird der Einfluss von Faktoren und Konstanten eliminiert.

Es sei f(n) die Zahl der elementaren Schritte eines Algorithmus in Abhéngigkeit der Pro-
blemgroBe n. Gilt f € O(n), dann fithrt der Algorithmus maximal O(n) Schritte aus; er
arbeitet in linearer Zeit. Wenn f € O(1) ist, fithrt der Algorithmus nur eine konstante Zahl
von Schritten unabhéngig von der Problemgréfie n aus. Er arbeitet in konstanter Zeit. Bei
f € Q(n) arbeitet der Algorithmus mindestens in linearer Zeit, keinesfalls in konstanter
Zeit.

Definition 3.2
Eine Funktion f € M ist von polynomialer Gréf8enordnung oder einfach polynomial, wenn
es ein Polynom g € M gibt, so dass f € O(g) gilt.

Fiir ein Polynom f(n) = Y30 a;n’, a, # 0, werden mit der Konvention f € O(n?)

jeder Term vom Grad kleiner p und all seine Konstanten ignoriert. Nur fiir “kleine” Werte
n konnen die unterdriickten Terme in Abhéngigkeit von ihren Konstanten die Funktion
dominieren.

Eine Funktion f € M ist dagegen exponentiell, wenn es Konstanten ¢; > 0, ¢ > 0, dy > 1,
dy > 1 gibt, so dass c1d{* < f(n) < codd fiir n > ng gilt. Durch ©Q(2°"), ¢ > 0, wird eine
untere Schranke fiir das asymptotische Verhalten beschrieben. Ein typisches Beispiel fiir
einen exponentiellen Zeitaufwand ist die Erzeugung aller 0-1-Vektoren der Dimension n
mittels vollstandiger Enumeration.

Es hat sich eingebiirgert, Algorithmen mit polynomialer Laufzeit schnell zu nennen. Dabei
handelt es sich allerdings um ein grobes Raster, denn eine Laufzeit von n!% ist fiir groe
Zahlen n praktisch nicht vertretbar.

Die vorliegenden Ergebnisse der Zeitanalysen fiir Optimierungsprobleme teilt sie in zwei
Klassen ein:

(i) Optimierungsprobleme, fiir die es Algorithmen gibt, deren Zeitaufwand im ungiins-
tigsten Fall von der GroBenordnung O(p(n)) ist, wobei p(n) ein Polynom in der
Problemgrofie n darstellt. Dazu zéhlen die linearen Optimierungsprobleme und viele
grafentheoretische Probleme.

(ii) Optimierungsprobleme, zu deren Losung Algorithmen notwendig sind, die nicht ohne
Durchmusterung groflerer Teile des zuléssigen Bereichs auskommen. Das Zeitverhal-
ten kann somit im schlechtesten Fall exponentiell von der Problemgréfie n abhéngen.
Dies ist bei den meisten diskreten Optimierungsproblemen der Fall.

Um die wesentlichen Ideen der Komplexitatstheorie vorstellen zu konnen, miissen die Be-
griffe Problem, Optimierungsproblem, Entscheidungsproblem, Algorithmus und Kodierung
etwas nédher erklart werden.
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Definition 3.3

Unter einem Problem P(E, X) versteht man den Operator P, der der Menge der Eingangs-
informationen £ eine Menge von Ausgangsinformationen X zuordnet. Die Ausgangsinfor-
mationen beschreiben die Losungsmenge des Problems.

Ein Problem P(&;, X)) mit & C € und &} C X heiBt Teilproblem zum Problem P(&, X).
Wenn die Ausgangsinformation eines Problems entweder aus der Antwort “ja” oder aus
der Antwort “nein” besteht, so nennt man es Entscheidungsproblem.

Speziell wird P(E, X) mit £ € £ und X € X ein Beispiel, oft auch konkrete Aufgabe,
Instance oder Zustand genannt.

Ein Problem ist durch eine allgemeine Beschreibung all seiner Parameter und durch die Be-
schreibung der Eigenschaften, die die Losung haben soll, gegeben. Die Beschreibung selbst
erfolgt in einer formalen Sprache. Eine konkrete Beschreibung wird als mathematisches
Modell bezeichnet.

Optimierungsprobleme lassen sich formal als eine Menge von Aufgaben definieren. Jede
Aufgabe kann in der Form

f(z) — min

reM

geschrieben werden, wobei M der zulésssige Bereich ist und f ein Ziel représentiert. Fiir je-
de Aufgabe eines Optimierungsproblems haben M und f gleiche strukturelle Eigenschaften.
Sie werden durch die Festlegung von Parametern und numerischen Eingabedaten spezifi-
ziert,.

(3.1)

Bei der Losung einer Optimierungsaufgabe kann man formal zwei algorithmisch zu 16sende
Aufgaben unterscheiden: die Bestimmung einer optimalen Losung z* aus der vorgegebenen
Menge der zuldssigen Losungen M, auch Suchproblem genannt, und die Berechnung des
optimalen Zielfunktionswertes f*, das Auswertungsproblem. Bei den meisten Problemen ist
die Auswertung der Zielfunktion fiir eine bekannte zuléssige Losung recht einfach. Dagegen
ist die Suche nach einer zuléssigen Losung mit gewissen Eigenschaften, zum Beispiel einem
vorgegebenen Zielfunktionswert oder einer optimalen Losung, im Allgemeinen aufwendiger.

Von zentraler Bedeutung fiir die Komplexitétstheorie ist die Reformulierung einer Optimie-
rungsaufgabe als Entscheidungsproblem, oder genauer als eine Folge von Entscheidungspro-
blemen. Unter der Formulierung als Entscheidungsproblem versteht man die Beantwortung
der folgenden Frage:

Gibt es zu einer Zahl o ein x € M mit f(z) < a? (3.2)

Ein so formuliertes Entscheidungsproblem wird auch Zielfunktionsseparierungsproblem ge-
nannt.

Durch M(a) = {& € M| f(z) < a} wird eine Teilmenge des zuldssigen Bereichs M
definiert. Das Zielfunktionsseparierungsproblem fragt nach der Existenz einer zuldssigen
Losung von M («).

Bei Kenntnis des optimalen Zielfunktionswertes f* von (3.1) kann jedes Zielfunktionssepa-
rierungsproblem (3.2) sofort entschieden werden. Umgekehrt ldsst sich das Auswertungs-
problem, also die Bestimmung des optimalen Zielfunktionswertes f*, durch eine Folge von
Zielfunktionsseparierungsproblemen l6sen.

Im Folgenden sei mit [z]| die kleinste ganze Zahl, die nicht kleiner als z ist, vereinbart.
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Satz 3.1
Ist eine EinschlieBung des optimalen Zielfunktionswertes f* des Optimierungsproblems
(3.1) durch f < f* < f bekannt, dann kann f* durch Lésen von

k(e) = {mgQ d _q (3.3)

3

Entscheidungsproblemen (3.2) mit einer Genauigkeit von ¢ > 0 bestimmt werden.

Bemerkung 3.1 B
Mit Hilfe der bindren Suche gelingt es, das Intervall [ f, f] durch die Frage “M(a) # 07"

in jedem Schritt zu halbieren. Sind f*, f und f ganzzahlig, so wird der Wert f* unabhingig

von € nach k = [log,(f — f+1)] Schritten gefunden. Die Anzahl der dann zur Bestimmung
des optimalen Zielfunktionswertes f* zu losenden Zielfunktionsseparierungsprobleme ist
durch O(logy(f — f)) beschrénkt.

Beispiel 3.1
Gegeben sei das Rucksackproblem

T

z= c¢'x — max
gz < G
z € {0,1}"

mit positiv ganzzahligen Daten ¢, g und G und eine zuldssige Losung 2. Sucht man fiir das
Rucksackproblem eine zuléssige Losung x mit besserem Zielfunktionswert, dann entspricht
dies der Ungleichung ¢'z > ¢'Z. Wegen der Ganzzahligkeit der Daten und Variablen kann
diese Forderung durch die Ungleichung ¢"2 > ¢"% + 1 verschérft werden.

Fiir K € N lautet das zugehorige Zielfunktionsseparierungsproblem:

Gibt es ein x € {0,1}" mit —c'z < —K und g'2 <G ?

Eine obere Schranke z fiir den optimalen Zielfunktionswert ist durch Z = 1'¢ gegeben.
Die untere Schranke ist trivialerweise Null. Soll das Rucksackproblem durch eine Folge von
Zielfunktionsseparierungsproblemen gelost werden, so ist deren Zahl groflenordnungsméfig
durch O(logz) beschrankt.

Um eine konkrete Aufgabe eines Problems zu losen, verwendet man Algorithmen.

e Ein Algorithmus ist eine endliche Folge von ausfithrbaren Operationen, die jeder
Eingangsinformation eine Ausgangsinformation zuordnet.

e Unter elementaren Operationen versteht man Lesen, Schreiben, Loschen, Additionen,
Subtraktionen, Multiplikationen, Divisionen und Vergleiche von ganzen und ratio-
nalen Zahlen. Funktionswertberechnungen, Pivotisierungsschritte und insbesondere
Computerbefehle kénnen als allgemeinere Operationen aufgefasst werden.

Eine exakte formale Beschreibung eines Algorithmus erfolgte erstmals von A.M. TURING
[Tur36] durch den Begriff der TURING-Maschine. Dazu ist das Sprachkonzept von entschei-
dender Bedeutung.
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Definition 3.4

Eine endliche Menge ¥ von Symbolen heifit Alphabet. Eine geordnete und endliche Folge
von Symbolen aus ¥ ist eine Zeichenkette (String) oder ein Wort. Mit ¥* wird die Menge
aller Zeichenketten aus > bezeichnet. Eine Teilmenge L C ¥* wird Sprache iiber dem
Alphabet ¥ genannt.

Durch ein Kodierungsschema C wird jede Eingangsinformation F eines Entscheidungspro-
blems P als Zeichenkette S der Léinge |S| iiber dem Alphabet ¥ geschrieben. Die Lénge
|S| bezeichnet man als Grdfle der Aufgabe.

Die zum Entscheidungsproblem P, dem Kodierungsschema C' und dem Alphabeth ¥ gehori-
ge Sprache L(P,C') umfasst alle Zeichenketten, die zu einer Eingangsinformation E des
Entscheidungsproblems P gehoren.

Eine deterministische TURING-Maschine kann als abstraktes Modell eines Algorith-
mus aufgefasst werden. Sie besteht aus einer Zustandskontrolle, einem Lese-Schreib-Kopf
und einem beidseitig unendlichen Band. Das Band ist in Speicherplétze eingeteilt, die mit
oy —2,—1,0,1,2,... indiziert sind. Ein Algorithmus wird durch die folgenden Informatio-
nen realisiert:

1. Eine endliche Menge von Bandsymbolen I' mit einer Teilmenge > C I' von Eingabe-
symbolen und einem Leezeichen U € T'\ X.

2. Eine endliche Menge () von Zustinden mit einem ausgezeichneten Anfangszustand
qo und zwei verschiedenen Haltezustdnden ¢y und qy.

3. Eine Uberfithrungsfunktion F' : T' x Q \ {qv,qn} — ' x Q x {—1,+1}, gegeben
in Tabellenform, wobei “—17 eine Links- und “+1” eine Rechtsbewegung des Lese-
Schreib-Kopfes bedeuten.

’ Zustandskontrolle \
Band Lese-Schreib-Kopf
| lsifsalssfsaf..[sn] |

0 1 2 3 4

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung einer deterministischen TURING-Maschine

Eine Aufgabe sei mit Hilfe des Alphabets ¥ in die Zeichenkette S = {s1,...,s,} € ¥*
kodiert. Diese Zeichenkette wird in die Speicherplitze 1 bis n des Bandes geschrieben, die
iibrigen Speicherplidtze enthalten das Leerzeichen LI. Der Anfangszustand ¢y wird gesetzt
und der Lese-Schreib-Kopf iiber dem ersten Speicherplatz des Bandes positioniert. Die
Berechnung iibernimmt die Uberfithrungsfunktion F. Befindet sich die deterministische
TURING-Maschine im Zustand ¢ und steht der Lese-Schreib-Kopf iiber einem Speicher-
platz des Bandes mit dem Inhalt s € 3 (Abbildung 3.1), wird entsprechend dem Wert
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F(s,q) = (s',q,A) der Folgezustand ¢’ zugeordnet, in dem betreffenden Speicherplatz des
Bandes das Symbol s’ eingetragen und der Lese-Schreib-Kopf um einen Speicherplatz nach
links bewegt, falls A = —1, oder nach rechts bewegt, falls A = +1. Der Algorithmus stoppt
mit der Entscheidung “ja”, wenn der Endzustand ¢y und mit “nein”, wenn der Endzustand
gy angenommen wird.

Eine deterministische TURING-Maschine DTM [dst ein Entscheidungsproblem P unter
einem Kodierschema C', wenn sie bei Eingabe jeder Zeichenkette aus der Sprache L(P,C')
nach endlich vielen Schritten in einem der beiden Endzustéinde hélt.

Definition 3.5

Es sei DTM eine deterministische TURING-Maschine zur Losung des Entscheidungspro-
blems P, g(S) die notwendige Zeit zur Berechnung der Losung fiir eine in die Zeichenkette
S transformierten Eingangsinformation E und h(S) die Anzahl der Speicherplitze, die bis
zur Losung von P mindestens einmal besetzt werden. Die Zeitkomplexitdt von DTM fiir
das Entscheidungsproblem P wird durch die Funktion

comple,.(n) = max{g(S)|S € L(P,C) A |S| =n} (3.4)
und die Speicherplatzkomplexitdt durch die Funktion
complegy(n) = max{h(S)|S € L(P,C) A |S| =n} (3.5)

beschrieben. Gibt es ein Polynom p(n) derart, dass comple,.(n) < p(n) fir alle n € N gilt,
dann heit DTM von polynomialer Zeitkomplezitit. Gibt es ein Polynom ¢(n) derart, dass
complegy(n) < q(n) fiir alle n € N gilt, dann heifit DTM von polynomialer Speicherplatz-
komplexitit.

Die Zeit g(S) kann als die Anzahl der Bewegungen des Lese-Schreib-Kopfes der TURING-
Maschine bis zum Haltezustand interpretiert werden.

Bemerkung 3.2

Die Funktionen comple..(n) und compleg,(n) beschreiben das Verhalten im schlechtesten
Fall (worst case). Sie sind monoton wachsend in n, da kleinere Probleme durch Verwendung
iiberfliissiger Speicherplétze in groflere eingebettet werden konnen.

Voraussetzung fiir eine polynomiale Zeitkomplexitét ist die polynomiale Speicherplatzkom-
plexitit. Die Besetzung und Benutzung aller Speicherpléitze beinhaltet mindestens so viele
Bewegungen des Lese-Schreib-Kopfes der TURING-Maschine, wie Speicherpléitze benotigt
werden.

Die Definitionen zur Komplexitét hingen wegen der Beschreibung der Uberfithrungsfunk-
tion F' wesentlich von der Wahl des Alphabets ¥ C I' ab.

e In Zusammenhang mit realen Rechnern ist die Verwendung der bindren Kodierung,
das heifit einem Zwei-Symbol-Alphabet > = {0,1} angebracht.

e Weiterhin sollen alle Daten als ganzzahlig oder rational vereinbart sein.
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Eine natiirliche Zahl n mit 2" < n < 2"*! wird durch die Zeichenkette S = {s, 51, ..., S, }

mit
T

n:ZSij, s; €{0,1}, 7=0,...r

=0

dargestellt.
Fiir die Kodierungslinge (n) :=|S| gilt

(n) =r+1=[logy(n+1)] € O(logn).

Unter Beachtung von Vorzeichen (aber Vernachldssigung von Trennungen) ergeben sich als
Kodierungsliangen

fiir eine ganze Zahl ¢ : (g) = [logy(lg| +1)] +1,
fiir eine rationale Zahl 7 = £ mit pq€Z = (r)y:=(p)+(q),
q

fir einen Vektor ¢ € Q" :{e) = Z(cj) :
=1
fiir eine Matrix A € Q™*" LAY =) ) ay)

Wahlt man ein geeignetes Alphabet, dann ist die Lénge der zur Problemdarstellung not-
wendigen Zeichenkette stets ein Wert, der polynomial von einem einfach zu bestimmenden
GroBenparameter abhéngt. Zur Kodierung von Problemen sollen deshalb nur solche Al-
phabete zugelassen werden, die der folgenden Aquivalenzbedingung geniigen:

Sind 57 und S zwei Kodierungen mit den Kodierungsschemata ' beziehungs-
weise (s einer Eingangsinformation E des Entscheidungsproblems P mit den
Kodierungslangen |S;| und |Ss|, dann gibt es Polynome p(n) und ¢(n), so dass
|S1| < p(]S2]) und |Sa| < q(]S1]) gelten.

Damit héngt der Begriff der polynomialen Komplexitéit nicht von der konkret gewéahlten
Kodierung ab. Die Vorgehensweise rechtfertigt auch die Beschrankung auf eine einfache
Kennzeichnung oder Beschreibung der Problemgrofe.

Beispiel 3.2
Gegeben sei der Spezialfall ¢ = g des Rucksackproblems (siehe Beispiel 3.1):

z= ¢g'r — max
gz < G
z € {0,1}"

Das Zielfunktionsseparierungsproblem fiir den Spezialfall ¢ = g und der speziellen Wahl
K = G lautet:

Gibt es ein x € {0,1}" mit g'x =G ?
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Das ist das bekannte SUBSET SuM Problem. Es fragt nach der Darstellbarkeit einer ganzen
Zahl durch ein System von Basiszahlen:

Gibt es eine Teilmenge J C {1,...,n} mit Zgj =G 7
jeJ
Jeder Algorithmus fiir das Rucksackproblem 16st auch das SUBSET SuMm Problem durch
Eingabe von Daten ¢ = g. Die Antwort lautet “ja”, wenn fiir den optimalen Zielfunktions-
wert z* = G gilt.
Ein Datensatz des SUBSET SUM Problems besteht aus n + 1 natiirlichen Zahlen, wobei n
der GroBlenparameter ist. Fiir die Kodierungslénge [ gilt

[ = (n) +Z<gj> +(G).

Im Allgemeinen ist G die grofite darzustellende Zahl. Die Kodierungslénge ist dann durch
I < (n) + (n + 1){(G) beschrinkt. Hat G eine GréBlenordnung von mindestens O(2%"),
dann erreicht die Kodierungslinge die exponentielle GroBenordnung O(2"). Das entspricht
bereits der Méchtigkeit aller Teilmengen von {gi, ..., gn}

Alle gewohnlichen Rechnermodelle kénnen prinzipiell auf die deterministische TURING-
Maschine zuriickgefiihrt werden. Die Churchsche These besagt, dass sich alle Rechnermo-
delle gegenseitig simulieren kénnen. Damit ist die Menge der algorithmisch l6sbaren Pro-
bleme vom Rechnermodell unabhéngig. Die erweiterte Churchsche These postuliert, dass
fiir je zwei Rechnermodelle Ry und Rs ein Polynom p existiert, so dass g Rechenschritte auf
Ry durch p(g) Rechenschritte auf Ry simuliert werden kénnen. Bei Algorithmen in einer
Programmiersprache muss man im Allgemeinen das im Computer erzeugte Maschinenpro-
gramm als den eigentlichen Algorithmus ansehen.

Im Folgenden wird der Begriff der Laufzeit abstrahiert. Statt der Bewegungen des Lese-
Schreib-Kopfes der TURING-Maschine werden elementare Rechenoperationen gezahlt. Zur
Berechnung der Laufzeit muss jede elementare Operation mit den Kodierungsléngen der
beteiligten Zahlen multipliziert werden. Der Begriff der Komplexitat wird jetzt auf ein allge-
meines Problem iibertragen. Des Weiteren werden nur Algorithmen mit endlicher Laufzeit
betrachtet.

Formal heiit ein Algorithmus A zur Losung eines Entscheidungsproblems P polynomial,
wenn seine Darstellung als deterministische TURING-Maschine von polynomialer Zeitkom-
plexitét ist. Dies setzte bereits die polynomiale Speicherplatzkomplexitét voraus.

Definition 3.6

Es sei A ein Algorithmus zur Losung eines Problems P. Die Funktion g4 : & — Ry
beschreibe den Aufwand comple(A, F), auch Laufzeit genannt, den der Algorithmus A zur
Losung eines Beispiels mit Eingangsinformation £ und Kodierungslinge [(E) hat.

Die worst case Komplexitdit eines Algorithmus A zur Losung eines Problems P wird durch

compl(A, P) := fa(d) := max{ga(E) |E € &€ N (F) =d} (3.6)

beschrieben. Der Algorithmus A heifit polynomial, wenn der Aufwand f4 von polynomialer
Groflenordnung ist.
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Definition 3.7
Es sei AP die Menge aller Algorithmen zur Losung eines Problems P. Die worst case
Komplexitdt des Problems P wird durch

compl(P) = jreliArzlv compl(A, P) (3.7)

beschrieben. Ein Problem P heifit polynomial, wenn es einen polynomialen Algorithmus zur
Losung von P gibt. Mit P wird die Klasse der polynomial l0sbaren Probleme bezeichnet.

Beispiel 3.3

Das Sortieren einer Datenfolge ist eines der am héufigsten auftretenden algorithmischen
Probleme. In vielen Algorithmen steht am Anfang das Problem SORT des Sortierens von
endlich vielen Zahlen.

Gegeben sei eine Liste S = {s1, ..., s, } mit rationalen Zahlen. Gesucht ist eine Permutation
{1, .onpo—{1,..,n} mit sy < Spupny, i =1,...,mn—1.

Der Algorithmus MERGE (siehe u.a. [Lan02] oder [KoVy00]) teilt die zu sortierende Folge
zunéchst in zwei Hélften auf (Divide), die jeweils fiir sich sortiert werden (Conquer). Dann
werden die sortierten Hélften zu einer insgesamt sortierten Folge verschmolzen (Combine).
Unter der Voraussetzung, dass je zwei Zahlen in konstanter Zeit verglichen werden kénnen,
gilt comple(MERGE, SORT) € O(nlogn). Unter der Annahme, dass man die Sortierung
nur iiber den Vergleich von zwei Zahlen erhilt, benotigt jeder Algorithmus mindestens
Q(nlogn) Vergleichsoperationen. Folglich gilt comple(SORT) € ©(nlogn).

Damit ist der Algorithmus MERGE bis auf konstante Faktoren sogar optimal. Ein Sortieren
in linearer Zeit ist also nicht mdoglich.

In der Komplexitéitstheorie nimmt der Begriff der polynomialen Transformation zwischen
Problemen eine Schliisselstellung ein.

Definition 3.8
Es seien P, und P, zwei Probleme mit den Eingangsinformationen & und &, den Aus-
gangsinformationen X = Jgce, X1(E) und X = Jgee, Xo(E).

Eine polynomiale Transformation o« des Problems P; auf das Problem P, ist eine Funktion
v : & — & mit folgenden Eigenschaften:

1. Die Berechnung von ¢(FE) erfolgt mit polynomialen Aufwand.
2. Fiir alle F; € & gilt

a) Xo(p(Ey)) =0 = Xi(E1) =0,

b) X2(p(Ey)) # (0 = Es existiert eine Funktion £ : Xy — X mit
22 € Xo(p(Ey)) At = &(2?) = 2t € X (Ey)
und £(2?) ist mit polynomialen Aufwand
berechenbar.

P, « P, bedeuted: P; kann polynomial auf P, transformiert werden.
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Betrachtet man nur Entscheidungsprobleme, dann kann eine einfachere Beschreibung fiir
polynomiale Transformationen angegeben werden.

Definition 3.9

Ein Entscheidungsproblem P; ist polynomial auf ein Entscheidungsproblem P, transfor-
mierbar, wenn jede Kodierung S; einer Aufgabe von P, in polynomialer Zeit auf die Ko-
dierung Sy einer Aufgabe von P, transformiert werden kann und S; genau dann als wahr
akzeptiert wird, wenn auch S; als wahr akzeptiert wird.

Beispiel 3.4
Gegeben seien die folgenden Entscheidungsprobleme:

HC :  Enthélt ein ungerichteter Graf G = (V, E)
einen Hamilton-Kreis ?

TSP-a : Gibt es fiir ein gegebenes Rundreiseproblem
eine Rundreise mit Linge L < o 7

Das Problem T'SP-« ist das zum Rundreiseproblem gehorige Zielfunktionsseparierungs-
problem. Es soll durch einen vollstdandigen Grafen beschrieben sein.

Ein Zustand S; von HC' ist ein Graf G = (V| E) mit |V| = n, ohne Schlingen und ohne
Kantenbewertung. Zur Transformation auf das Problem T'SP-« sind eine Matrix D und
der Wert av anzugeben. Durch

d“._{la (Z,j)GE
Y12 (L)) EE

und « := n wird eine Uberfithrungsfunktion ¢ beschrieben, die einen Zustand S; von HC
in einen Zustand Sy von T'SP-a transformiert und es gilt ¢ € O(n?).

Besitzt der Graf G einen Hamilton-Kreis, dann existiert fiir das zugeordnete Rundreise-
problem eine Rundreise der Léange L = n, anderenfalls haben alle Rundreisen eine Linge
L>n+1.

Uber die Komplexitit der eben betrachteten Entscheidungsprobleme gibt die angegebene
polynomiale Transformation keine Auskunft. Der folgende Satz zeigt aber eine praktische
Bedeutung der polynomialen Transformation.

Satz 3.2
Kann ein Problem P; polynomial auf ein Problem P, transformiert werden und gehort P
zur Klasse der polynomial losbaren Probleme P, dann gehért auch P, zur Klasse P.

P, o« P, bedeuted auch, dass P, mindestens so schwierig ist wie Pj;. Ist aber P, nicht
schwierig, dann kann auch P; nicht schwierig sein.

Satz 3.3
Die polynomiale Transformation zwischen Problemen ist transitiv.

Definition 3.10
Zwei Probleme P, und P, heiflen polynomial dquivalent, falls Py o< Py, N Py o< Py gilt.
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Jedem Problem P(&,X) kann man das Entscheidungsproblem
P: Wird E € € durch P auf X € X abgebildet ?

zuordnen und umgekehrt.

Offenbar gilt P(€,X) o« P(£,X) und P(E,X) «x P(£,X). Die Probleme P(£,X) und
P(&,X) sind polynomial dquivalent.

Eine polynomialer Losungsalgorithmus A fiir das Problem P(£, X') 16st gleichzeitig das
Entscheidungsproblem P(€, X). Ist P(€, X) € P, dann gilt auch P(£,X) € P und umge-
kehrt.

Bezeichnet man die Klasse der polynomial 16sbaren Entscheidungsprobleme formal mit P,
dann sind die Klassen P und P als dquivalent anzusehen.

Im folgenden Abschnitt werden ausschliellich Entscheidungsprobleme betrachtet. Wird in
diesem Zusammenhang die Bezeichnung P verwendet, so ist damit die Klasse der polyno-
mial 16sbaren Entscheidungsprobleme gemeint.

3.2 Klassifizierung von Entscheidungsproblemen

Es gibt sehr viele Entscheidungsprobleme, deren Zugehorigkeit zur Klasse P (noch) nicht
nachgewiesen werden konnte. Nicht all diese Probleme sind iiber alle Maflen schwierig.
Viele Entscheidungsprobleme haben die folgende bemerkenswerte und schone Eigenschaft:

Lautet die Antwort fiir ein Entscheidungsproblem “ja” und gibt irgend jemand
eine zulédssige Losung vor, dann kann in polynomialer Zeit iiberpriift werden,
ob die Antwort korrekt ist.

Entscheidungsprobleme mit der oben formulierten Eigenschaft der Abschwéchung der For-
derung nach polynomialer Losbarkeit sollen im Folgenden etwas genauer untersucht werden.

Zu diesem Zweck wird der Begrift des nichtdeterministischen Algorithmus benétigt. Grob
gesprochen ist es ein Algorithmus, der am Anfang “raten” kann. Nach diesem nichtde-
terministischen Schritt arbeitet er wie iiblich. Der Algorithmus kann seine Suchprozedur
unter Modifikation der Suchwege von Anfang an immer wiederholen. Das entspricht einem
Vervielfachen des Algorithmuszustandes an vorgegebenen Verzweigungsstellen. Die Zeit-
messung beginnt bei jedem Neuanfang wieder von vorn. Man zéhlt nicht sequentiell die
verstrichene Suchzeit, sondern die kiirzeste Laufzeit einer erfolgreichen Wiederholung. Sie
wird auch nichtdeterministische Rechenzeit genannt.

Eine exakte formale Beschreibung ist mit Hilfe der sogenannten nichtdeterministischen
TURING-Maschine moglich. Sie kann als abstraktes Modell eines nichtdeterministischen
Algorithmus aufgefasst werden und arbeitet wie folgt:

Einer deterministischen Turing-Maschine wird ein Orakel-Modul mit einem Schreibkopf
hinzugefiigt. Im ersten Teil schreibt das Orakel-Modul eine beliebige Zeichenkette aus 3%,
beginnend vom Speicherplatz null nach links, auf das Band. Wie bei der deterministischen
Turing-Maschine wird die in die Zeichenkette S = {sy, ..., s, } kodierte Eingangsinformation
in die Speicherplétze 1 bis n des Bandes eingetragen. Im zweiten Teil ist das Orakel-Modul
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inaktiv. Beginnend mit Zustand qq arbeitet die deterministische Turing-Maschine ihr durch
die Uberfithrungsfunktion eingegebenes Programm ab. Dabei wird in der Regel das Orakel
mitgelesen.

Eine Berechnung heifit akzeptierend, wenn sie im Zustand gy endet. Ein durch eine nichtde-
terministische Turing-Maschine realisierter Algorithmus NDTM akzeptiert eine kodierte
Eingabe S, falls gilt: Mindestens eine der unendlich vielen moglichen Berechnungen durch
das Orakel aus X* fiihrt zu einer akzeptierenden Berechnung. Der Aufwand fiir den Ora-
kelschritt wird gleich eins gesetzt.

Fiir ein Entscheidungsproblem P(&, X)) sei
Ey = {F € &£ | E fiihrt auf eine “ja”’-Antwort },
En :={F € &| F fithrt auf eine “nein”-Antwort }.

Fir F € & sei eine Zulédssigkeits- oder Akzeptanzpriifung fiir £ € & durch die Kennt-
nis einer Menge von problembezogenen Priifdaten D(FE) moglich. Die problembezogenen
Priifdaten werden auch als Zertifikate bezeichnet.

Definition 3.11
Ein nichtdeterministischer Algorithmus A zur Verifikation einer Eingangsinformation F
eines Entscheidungsproblems P(E, X') besteht aus den folgenden beiden Teilen:

(a) Ratemodul: Rate D € D(FE).

(b) Testmodul: Priife £ € & mit Hilfe von D.
Stopp, falls F € &y, anderenfalls gehe zu (a).

Der Algorithmus A heif3t nichtdeterministisch polynomial, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:

(i) Gilt FE € &y, dann gibt es ein D° € D(E), dessen Kodierungslinge I(D°) polynomial
beschriankt in der Kodierungslange [(£) bleibt, und der Aufwand zur Bescheinigung

der Korrektheit von D° durch das Testmodul ist polynomial beschrinkt in der Ko-
dierungsléinge [(E) + [(D°).

(i) Gilt £ € &y, dann verwirft das Testmodul alle durch das Ratemodul verwendeten
Priifdaten D € D(FE) als inkorrekt fiir £.

Definition 3.12

Ein Entscheidungsproblem P heif3t nichtdeterministisch polynomial, wenn es zur Losung
von P einen nichtdeterministisch polynomialen Algorithmus A gibt. Die Klasse der nicht-
deterministisch polynomialen Entscheidungsprobleme sei mit NP bezeichnet.

Der Name NP steht als Abkiirzung fiir nichtdeterministisch polynomial und darf keinesfalls
als “nicht polynomial” interpretiert oder gelesen werden.

Bemerkung 3.3

In Definition 3.11 wird nichts iiber die Kenntnis eines Verfahrens zur Berechnung aller in
Frage kommenden Priifdaten vorausgesetzt. Insbesondere wird nichts dariiber gesagt, ob
D € D(E) mit einem polynomialen Algorithmus gefunden werden kann.

Die Definition der Klasse NP ist offenbar unsymmetrisch in Bezug auf die Mengen &y
und Ey. Der formulierte nichtdeterministisch polynomiale Algorithmus verlangt nicht die
Existenz von Priifdaten, die eine "nein”-Antwort in polynomialer Zeit bestétigen.
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Beispiel 3.5
Gegeben seien eine Matrix A € Z™*" und ein Vektor b € Z™. Das Entscheidungsproblem
BLUG : Gibtesein x € {0;1}" mit Az <0b?

fragt, ob ein lineares Ungleichungssystem in binédren Variablen lésbar ist.
Ist @ die betragsméBig grofite Zahl der Matrix (A, b), dann gilt fiir die Eingabelénge eines
Beispiels d = (m) + (n) + (A) + (b)) < cgm (n+ 1) log, 8 € O(mnlogb).
Der folgende nichtdeterministische Algorithmus

(a) Ratemodul: Rate ein z € {0;1}".

(b) Testmodul: Priife Az <b.
verursacht im Testmodul den Aufwand f(d) < 2¢ym(n + 1) log, 0 € O(mnlog6), das
heifit f(d) € O(d). Der Algorithmus ist nichtdeterministisch linear. Damit gehort das
Entscheidungsproblem BLUG zur Klasse NP .

Die meisten der in der diskreten Optimierung untersuchten Entscheidungsprobleme gehéren
zur Klasse N'P. Fiir sehr viele dieser Entscheidungsprobleme ist nicht bekannt, ob fiir sie
polynomiale Algorithmen existieren.

Definition 3.13

Es sei P(€, X) ein Entscheidungsproblem mit den Eingangsinformationen & = & U Ey.
Dann heifit das Entscheidungsproblem P(5 X ) mit £ = g, E = Ex und Ex = & kom-
plementdr zu P(E, X).

Das komplementére Entscheidungsproblem zu dem binéren linearen Ungleichungssystem
BLUG aus Beispiel 3.5 lautet:

BLUG : Gilt Az £ b fiwr alle z € {0;1}" ?
Es ist nicht bekannt, ob BLUG mu NP gehort.

Fiir Entscheidungsprobleme P € P ist die Situation dagegen anders. Fiir sie gibt es einen
polynomialen Algorithmus A mit comple(A, P) = fa(d) = p(d), wobei p ein Polynom ist.
Der folgende Algorithmus A lost das komplementéire Entscheidungsproblem P in polyno-
mialer Zeit:

(i)  Wende Algorithmus A an.
(ii) Stoppe nach Uberschreiten des Aufwandes p(d) + 1 mit der Antwort “ja”.

Satz 3.4
Die Klasse der polynomial losbaren Entscheidungsprobleme P ist gegeniiber der Kompli-
mentbildung abgeschlossen.

Mit Hilfe der komplemetéren Entscheidungsprobleme lésst sich ein Analogon zur Klasse

NP formulieren.

Definition 3.14
Mit co-NP wird die Klasse aller Entscheidungsprobleme P bezeichnet, deren komple-
mentiren Entscheidungsprobleme P zur Klasse NP gehoren.
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Fiir die Klasse co-NP kann also die "nein”-Antwort mittels Priifdaten mit nichtdetermi-
nistisch polynomialem Aufwand nachgewiesen werden.

Aus Satz 3.4 folgt P = co-P, wobei co-P analog zur Klasse P zu definieren ist. Das oben
betrachtete Paar von Entscheidungsproblemen zur Lésbarkeit eines linearen Ungleichungs-
systems in bindren Variablen ldsst vermuten, dass die Aussage dieses Satzes nicht auf die
Klasse NP iibertragen werden kann.

Die durchaus realistische Vermutung NP # co-N'P konnte noch nicht nachgewiesen wer-
den. Durch die folgende Frage wird also ein noch offenes Entscheidungsproblem der Kom-
plexitétstheorie formuliert:

Gilt NP =co-NP?

Ein offenes Problem der Komplexitatstheore und eine der wichtigsten Fragen der Mathe-
matik und Informatik ist, ob die Klasse NP eine echte Erweiterung der Klasse P darstellt.
Wiirde P = NP gelten, dann kann der Nachweis dieser Behauptung gleichzeitig einen
"revolutiondren” polynomialen Algorithmus zur Losung aller Entscheidungsprobleme aus
NP liefern. Weit verbreitet und akzeptiert wird aber folgendes:

Vermutung: P # NP

Wiirde sich diese Vermutung bestéitigen, dann lassen sich fiir eine grofie Zahl praktischer
Probleme keine polynomialen Algorithmen finden. Fiir diese Probleme muss man sich dann
auf den Entwurf von schnellen Ndherungsverfahren konzentrieren.

Gilt P # NP, dann kann ein Entscheidungsproblem P; € AP \ P nicht auf ein Problem
P, € P polynomial transformiert werden.

Ein polynomialer Algorithmus A fiir ein Entscheidungsproblem P liefert mit polynomial
beschrinktem Aufwand die richtige Antwort “ja” oder “nein” fiir P. Der Algorithmus A
kommt dabei ohne Angabe von Priifdaten aus und entscheidet sowohl iiber P als auch
iiber das komplementire Entscheidungsproblem P in polynomialer Zeit. Folglich gelten die
Beziehungen P C NP und P C co-NP und damit auch P C NP Nco-NP . Offen ist aber
die Antwort auf folgende Frage:

Gilt P=NPnNco-NP?

Fiir Entscheidungsprobleme aus der Klasse NP N co-N'P gibt es sowohl fiir die “ja”-
Antwort als auch fiir die “nein”-Antwort Priifdaten, die in polynomialer Zeit die jeweilige
Antwort bestétigen. Man sagt, ein derartiges Problem P € NPNco-N"P besitzt angenehme
Eigenschaften (good characterization) [Ed65].

Auf Grund der Vermutung P # NP ist man bemiiht, Probleme in NP zu klassifizieren,
die man als besonders schwierig ansehen kann.

Definition 3.15

Ein Entscheidungsproblem P heifit N'P-vollstindig, wenn P € NP gilt und jedes andere
Entscheidungsproblem aus der Klasse NP polynomial auf P transformiert werden kann.
Die Klasse aller N'P-vollstindigen Entscheidungsprobleme wird mit NPC bezeichnet.
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Falls ein N'P-vollstindiges Entscheidungsproblem P in polynomialer Zeit geldst werden
kann, dann ist mit Satz 3.3 auch jedes andere Problem aus NP in polynomialer Zeit
16sbar:

PeNPCAPeP < P=NP

Dieses Eigenschaft besagt auch, dass kein Entscheidungsproblem in NP schwieriger ist als
eins in NPC. Die in der Definition gestellten Forderungen erscheinen duflerst restriktiv.
Damit stellt sich sofort die Frage, ob es iiberhaupt NP-vollstéindige Entscheidungsprobleme
geben kann.

CooK konnte 1971 nachweisen, dass die Klasse NPC nicht leer ist. In der fiir die Kom-
plexitétstheorie sehr bedeutenden Arbeit [Co71] wird das folgende Erfiillbarkeitsproblem
SAT (Satisfiability) betrachtet:

Gibt es fiir einen gegebenen logischen Ausdruck B(zy, ..., x,)
in konjunktiver Normalform (Konjunktionen, Disjunktionen

und Negationen) eine derartige Belegung der n logischen Va-
riablen, so dass der logische Ausdruck den Wert TRU E hat ?

Zur Uberpriifung eines beliebigen logischen Ausdrucks ist praktisch nur das Enumerations-
verfahren mittels Wahrheitswerten bekannt. Das erfordert einen exponentiellen Aufwand.
Der Test, ob eine vorgegebene Variablenbelegung den logischen Ausdruck erfiillt, kann in
polynomialer Zeit in Abhéngigkeit von der Linge des Ausdrucks durchgefiihrt werden. Da-
mit gehort SAT zur Klasse N'P. COOK gab als erster eine Konstruktion zur polynomialen
Transformation eines beliebigen Entscheidungsproblems aus NP auf das Erfiillbarkeits-
problem SAT an.

Satz 3.5
Das Entscheidungsproblem SAT ist N"P-vollstindig.

Mit Hilfe von binéren Variablen lédsst sich SAT auch wie folgt formulieren:

Gibt es ein z € {0;1}" mit Z T+ Z(l—xj) >1fire=1,...,m?

jecy jecy
Dabei ist C;FUC; C{1,...,n} und C;' NC; =0 fiir i = 1, ..., m vereinbart.

Der Spezialfall 3SAT liegt vor, wenn |C;" U C; | = 3 fiir alle i = 1,...,m gilt. Auch dieses
Problem gehort zur Klasse NPC.

SAT und 3SAT dienten als erste Referenzprobleme fiir den Nachweis, dass viele zu dis-
kreten Optimierungsaufgaben gehorige Entscheidungsprobleme N P-vollstindig sind.

Bemerkung 3.4
Um fiir ein Problem P die Zugehorigkeit zur Klasse N'PC zu zeigen, nutzt man die Tran-
sitivitdt der polynomialen Transformation aus:

(a) Zeige P € NP.

(b) Suche ein bekanntes Problem P € N'PC und zeige P o P.
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Leider sind fast alle zu praxisrelevanten Optimierungsproblemen gehérenden Entschei-
dungsprobleme N P-vollstindig. Eine umfangreiche Liste von Entscheidungsproblemen, die
zur Klasse N'PC gehoren, wurde erstmals in [GaJo79] publiziert. Ausfiihrliche Referenzen
findet man auch bei [Iba87]. Beweise fiir die N'P-Vollstindigkeit verschiedener Entschei-
dungsprobleme kann man bei [Kar75] und [PaSt82] nachlesen.

Bemerkung 3.5

Unter der Voraussetzung P # NP gilt P N NPC = (. In [Lad75] wurde der Nachweis
gefiihrt, dass es dann auch Entscheidungsprobleme in der Klasse NP \ P gibt, die nicht
NP-vollstindig sind. Damit gilt P UNPC # NP.

Definition 3.16

Ein Entscheidungsproblem P heifit co-NP-vollstindig, wenn P € co-N'P gilt und jedes
andere Entscheidungsproblem aus der Klasse co-AP polynomial auf P transformiert wer-
den kann. Die Klasse aller co-N P-vollstindigen Entscheidungsprobleme wird mit co-NPC
bezeichnet.

Aus der Definition folgt, dass ein Entscheidungsproblem P genau dann co-N P-vollstindig
ist, wenn das zugehorige komplementéire Entscheidungsproblem N P-vollstindig ist.

Bemerkung 3.6

Unter der Veraussetzung NP # co-NP kann man zeigen, dass kein co-NP-vollstindiges
Problem in der Klasse NP liegt. Analog ist auch kein NP-vollstindiges Problem in der
Klasse co-N'P zu finden:

NP #coNP = NPCNcoNP =0 N co-NPCANP =0

Die Abbildung 3.2 zeigt die vermutliche Struktur der vorgestellten Komplexititsklassen
fiir Entscheidungsprobleme unter den Annahmen NP # co-NP und P # NP N co-NP.

co-NP

&

o

Abbildung 3.2: Klasseneinteilung fiir Entscheidungsprobleme
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Abschlieflend soll noch ein Begriff ergéinzt und auf eine weitere Verfeinerung der Klassenein-
teilung hingewiesen werden. Betrachtet man Entscheidungsprobleme aus der Klasse NPC,
so kann man beziiglich ihrer algorithmischen Losung noch bemerkenswerte Unterschiede
entdecken. Bei vielen praktischen Anwendungen benotigt man nur Zahlen “moderater”
GroBe. Es stellt sich somit die Frage, ob NP-vollstindige Entscheidungsprobleme auch
noch schwierig sind, wenn die in der Eingabe vorkommenden Zahlen polynomial in der
Eingabelédnge beschrankt sind.

Fiir das SUBSET SuMm Problem (siehe Beispiel 3.2) gibt es einen auf der dynamischen
Optimierung basierenden Algorithmus mit Aufwand O(nG) [KePfPi04]. Hat die Zahl G
eine Gréflenordnung von mindestens O(22"), dann ist dies ein exponentieller Algorithmus.
Hier spielt also die Gréfle von G ein entscheidende Rolle.

Definition 3.17

Es sei A ein Algorithmus zur Losung eines Entscheidungsproblems P. Fiir ein Beispiel mit
Eingangsinformation £ und Kodierungslénge [(E) sei §(E) die betragsméBig grofite ganze
Zahl in E. Der Algorithmus A heifit pseudopolynomial, wenn der Aufwand compl(A,P)
durch ein Polynom in den Gréflen ((E) und 6(E) beschrankt ist.

Anschaulich kann man dies deuten, in dem man die betragsméfiig grofite Zahl in unérer
Kodierung darstellt. Fiir das SUBSET SUM Problem ist in diesem Sinne der oben erwéhnte
Algorithmus mit Aufwand O(nG) pseudopolynomial, da er polynomial in der Problemgrofie
n und der Zahl G in unérer Kodierung ist.

Definition 3.18

Ein Entscheidungsproblem P, das auch dann N'P-vollsténdig bleibt, wenn die betragsméBig
grofite kodierte Zahl durch ein Polynom in der Kodierungsléinge der Eingangsinformation
beschrinkt ist, heifit streng NP-vollstindig.

Das Entscheidungsproblem HC' (siche Beispiel 3.4) ist streng N'P-vollstindig, da zu seiner
Darstellung keine grofien Zahlen benétigt werden. Auch die wichtigen Referenzprobleme
SAT und 3SAT sind streng NP-vollstindig. Das SUBSET SUM Problem ist zwar NP-
vollstiandig, aber nicht streng N'P-vollstindig.

Ein pseudopolynomialer Algorithmus liefert fiir “polynomial kleine Zahlen” in der Eingabe
stets einen polynomialen Algorithmus. Im Falle P # NP bedeutet dies auch, dass es fiir
streng NP-vollstindige Probleme nicht einmal pseudopolynomiale Algorithmen gibt.

Die Grenze zwischen einfachen und schwierigen Teilproblemen verlauft oft an iiberraschen-
den Stellen. So ist das analog zum Entscheidungsproblem 3SAT zu formulierende Ent-
scheidungsproblem 2S5 AT bereits polynomial 16sbar.

Bei N'P-vollstiandigen Problemen lohnt sich demzufolge die Uberlegung, ob vielleicht nur
Algorithmen fiir eine ganz spezielle Problemvariante benotigt werden. Die Untersuchung
der Komplexitat des spezielleren Problems kann durchaus erfolgreich verlaufen.
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3.3 Klassifizierung von Optimierungsproblemen

Nach dem im letzten Abschnitt nur Entscheidungsprobleme klassifiziert wurden, sollen
jetzt die Optimierungsprobleme mit einbezogen werden.
Dazu wird jetzt der Begriff der polynomialen Transformation erweitert.

Definition 3.19

Ein Problem P, heifit polynomial reduzierbar auf ein Problem P,, wenn es einen Algo-
rithmus A; zur Losung von P; gibt, der auf einen Algorithmus A, zur Loésung von P,
zuriickgreift und folgende Eigenschaften hat:

1. Die Komplexitdt des Algorithmus A; zur Losung von P; sei ohne die Aufrufe von
Algorithmus Ay zur Losung von P, durch ein Polynom p(d) in der Kodierungslénge
[(E) = d der Eingangsinformation E beschrénkt.

2. Die Anzahl der Aufrufe von Algorithmus A, zur Lésung von P, ist durch ein Polynom
q(d) beschrinkt.

3. Die Kodierungsldnge der Eingangsinformation fiir jeden Aufruf des Algorithmus A,
zur Losung von P; ist durch ein Polynom r(d) beschrénkt.

P, < P, bedeuted: P; kann polynomial auf P, reduziert werden.

Wenn ein Problem P; polynomial auf ein Problem P; transformierbar ist, dann ist P, auch
auf P, polynomial reduzierbar. Der fiir P, existierende Algorithmus muss dann nur einmal
aufgerufen werden.

Die polynomiale Reduktion ist auch transitiv: P, < P, A P, < P3 = P, < P3

Bemerkung 3.7

Wenn es einen Algorithmus Ay zur Losung von P, mit einer Komplexitit fa,(d) gibt,
dann erhilt man einen Algorithmus zur Losung von Pj, dessen Komplexitéit fa,(d) sich
folgendermaflen abschitzen lésst:

fa (d) < p(d) + q(d) - fa,(r(d))

Wird der Algorithmus A, zur Losung von P nicht sehr oft aufgerufen und ist der zusétzliche
Aufwand zur Losung von P, ertriglich, das heifit die Komplexitit fa,(d) ist polynomial
beschréinkt, dann kann auf diesem Weg das Problem P, verniinftig gelost werden. Dies
impliziert, dass Problem P, effektiv 16sbar ist, wenn Problem P, effektiv 16sbar ist. Problem
P, kann aber nicht effektiv losbar sein, wenn Problem P, algorithmisch schwierig ist.

Das in (3.2) formulierte Zielfunktionsseparierungsproblem lésst sich polynomial auf das
zugehorige Optimierungsproblem (3.1) reduzieren. Es gentigt ein Aufruf eines Algorithmus
zur Losung des Optimierungsproblems, um jedes einzelne Zielfunktionsseparierungspro-
blem sofort zu entscheiden. Wird das Optimierungsproblem mit P und das zugehérige
Zielfunktionsseparierungsproblem mit S P bezeichnet, dann gilt

SP < P.

Optimierungsprobleme sind folglich mindestens so schwierig wie die zugehorigen Zielfunk-
tionsseparierungsprobleme.
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Andererseits kann man das Optimierungsproblem gegebenenfalls (siche Satz 3.1) durch
eine Folge von Zielfunktionsseparierungsproblemen 16sen. Hat man keine Kenntnisse iiber
die annehmbaren Zielfunktionswerte eines Optimierungsproblems, dann ist das Optimie-
rungsproblem zwar auf das Zielfunktionsseparierungsproblem reduzierbar, aber nicht sicher
in polynomialer Zeit. Sind die zu separierenden Zielfunktionswerte durch eine Grofie be-
schrankt, die polynomial von der Eingabeldnge des Optimierungsproblems abhéngt, dann
ist das Optimierungsproblem auf sein zugehoriges Zielfunktionsseparierungsproblem poly-
nomial reduzierbar.

Satz 3.6
Kann ein Problem P; polynomial auf ein Problem P, reduziert werden und gehért P, zur
Klasse der polynomial 16sbaren Probleme P, dann gehort auch P, zur Klasse P.

Ist das Optimierungsproblem auf das zugehérige Zielfunktionsseparierungsproblem polyno-
mial reduzierbar und gibt es fiir das Zielfunktionsseparierungsproblem einen polynomialen
Algorithmus, dann gehort das Optimierungsproblem auch zur Klasse der polynomial 16sba-
ren Probleme P.

Wichtig ist die Kontraposition von Satz 3.6. Gehort das Problem P; nicht zur Klasse
der polynomial 16sbaren Probleme P, und ist Problem P, auf Problem P, polynomial
reduzierbar, dann gehoért auch P, nicht zu P.

Definition 3.20
Ein Optimierungsproblem P heifit N'P-schwer, wenn das zugehorige Zielfunktionsseparie-
rungsproblem N P-vollstindig ist.

Alle N'P-schweren Optimierungsproblem sind mindesten so schwierig wie die N P-vollstéin-
digen Entscheidungsprobleme. Mit Definition 3.15 ist klar, dass alle N'P-schweren Optimie-
rungsprobleme mindestens so schwierig wie alle N'P-vollstindigen Entscheidungsprobleme
sind. Da das zum Rundreiseproblem gehorige Zielfunktionsseparierungsproblem 7'SP-«
(siehe Beispiel 3.4) N'P-vollstindig ist, gehort das Rundreiseproblem zur Klasse der N'P-
schweren Optimierungsprobleme.

Definition 3.21

Ein Optimierungsproblem P heifit N'P-hart, wenn jedes Entscheidungsproblem aus der
Klasse NP polynomial auf das zugehérige Zielfunktionsseparierungsproblem transformiert
werden kann.

Bei der Klasse N'P-hart wird nicht verlangt, dass das Zielfunktionsseparierungsproblem zu
NP gehort. Dieses Entscheidungsproblem kann also schwieriger als alle zur Klassse NP
gehorigen Entscheidungsprobleme sein.

Definition 3.22
Ein Optimierungsproblem P heifit N'P-leicht, wenn es ein Entscheidungsproblem P € NP
gibt, auf das P polynomial reduziert werden kann.
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Wiirde die Klasse NP nur effizient 16sbare Entscheidungsprobleme beinhalten, dann lisst
sich auch ein N'P-leichtes Optimierungsproblem einfach 1ésen. NP-leichte Optimierungs-
probleme sind also nicht wesentlich schwieriger als die Entscheidungsprobleme in NP.
Wird ein Optimierungsproblem durch héchstens polynomial viele Aufrufe des zugehorigen
Zielfunktionsseparierungsproblems gelost und gehort das Zielfunktionsseparierungsproblem
zur Klasse NP, dann liegt ein N'P-leichtes Optimierungsproblem vor und es gilt

P<SP.

Definition 3.23
Ein Optimierungsproblem P heifit NP-dquivalent, wenn es sowohl N'P-schwer als auch
NP-leicht ist.

Folgende (diskrete) Optimierungsprobleme sind NP-schwer:

e das gemischt ganzzahlige lineare Optimierungsproblem
e das rein ganzzahlige lineare Optimierungsproblem

e das lineare 0-1-Optimierungsproblem

e das Rucksackproblem

e das asymmetrische Rundreiseproblem

e das symmetrische Rundreiseproblem

das Brieftragerproblem fiir gemischte Grafen

fast alle Tourenplanungsprobleme

fast alle Standortprobleme

Bemerkung 3.8

In Analogie zu Definition 3.18 soll ein Optimierungsproblem streng N P-schwer genannt
werden, wenn das zugehorige Zielfunktionsseparierungsproblem streng N P-vollstindig ist.
Die oben angegebenen Rundreiseprobleme sind streng N P-schwer, nicht aber das Ruck-
sackproblem.

Ein wichtiger Aspekt der Komplexitdatstheorie ist, dass man lernt, zwischen “einfachen”
und “schwierigen” Problemen zu unterscheiden. Fiir schwierige Optimierungsprobleme in
praktisch relevanten Groflenordnungen muss man grundsétzlich andere Losungswege be-
schreiten als bei Optimierungsproblemen, die zur Klasse P gehoren.



Kapitel 4

Das Verzweigungsprinzip

Algorithmen, die stets eine optimale Losung in endlich vielen Schritten gewéhrleisten, nennt
man ezakte Verfahren. Zur Losung von schwierigen diskreten Optimierungsproblemen wer-
den fiir diese Zwecke héufig Algorithmen eingesetzt, die nach dem Verzweigungsprinzip
arbeiten, aber im Allgemeinen einen exponentiellen Rechenaufwand erfordern. Die auch
unter dem Namen branch and bound bekannte Methode soll in diesem Abschnitt fiir kom-
binatorische Optimierungsaufgaben beschrieben werden. Hier war der zuldssige Bereich
nichtleer und endlich und damit stets die Existenz wenigstens einer Optimallosung ge-
sichert. Die Methode kann in modifizierter Form auch auf allgemeine gemischt diskrete
Optimierungsprobleme iibertragen werden.

Eine ausgewogene Verkniipfung von Separations- und Relaxationstechniken fiir die zu 16sen-
de Aufgabe oder deren Einbettung bildet die Grundlage des zu formulierenden Verzwei-
gungsprinzips. Sukzessive werden Teilmengen der zuldssigen Menge S einer kombinatori-
schen Optimierungsaufgabe P untersucht. Teilmengen, in denen keine optimale Losung von
P liegt, sollen dabei rechtzeitig ausgesondert werden. Dies kann alles mit Hilfe eines Such-
baumes veranschaulicht werden. Dabei bezieht sich das Wort branch auf das Verzweigen
des Suchbaumes. Hier werden neue Teilmengen von S mittels Separationstechniken erzeugt.
Der Begriff bound deutet auf die Verwendung unterer Schranken fiir die Zielfunktionswerte
beziiglich der erzeugten Teilmengen hin, mit deren Hilfe man unbrauchbare Teilmengen von
S mittels Kenntnis einer oberen Schranke fiir den Optimalwert von P eliminieren mochte.
Zur Ermittlung unterer Schranken werden im allgemeinen Relaxationen zu den Teilaufga-
ben gelost. Eine obere Schranke erhélt man durch Kenntnis einer zulédssigen Losung aus der
Menge S. Diese beschafft man sich oft durch Anwendung eines Naherungsverfahrens. Der
Prozess von Verzweigen und Beschrianken wird solange fortgesetzt, bis iiber ein geeignetes
Optimalitétskriterium die Optimalitiat eines Elementes aus der Menge S erkannt wird.

Die Methode branch and bound ist eine sehr flexible Losungstechnik, die fiir viele Probleme
der diskreten Optimierung angepasst erscheint. Mit der Beschrankung auf die Untersuchung
nur gewisser Teilmengen von S kann man das gesamte Verfahren auch unter dem Oberbe-
griff der impliziten Enumeration einordnen. Erste Anwendungen dieser Methodik wurden
in den Arbeiten von Land und Doig zur ganzzahligen linearen Optimierung 1960 und von
Little, Murty, Swenny und Karel zur Losung des Rundreiseproblems 1963 dargestellt.

43



44 KAPITEL 4. DAS VERZWEIGUNGSPRINZIP

4.1 Formulierung und Begriindung des Verzweigungs-
prinzips

Zur kombinatorischen Optimierungsaufgabe P

f(a®) = min f(z)
mit endlicher und nichtleerer Menge S als zulédssigen Bereich werden Teilaufgaben P,; der
Stufe v der Gestalt

flz" = min flx)y, v=1,2,..., I=1,..1, (4.1)
TESYI
betrachtet. Die Teilmengen S,,; dieser partiellen Optimierungsaufgaben sollen nichtleer und
endlich sein, um formal die Existenz einer Optimallésungen z** zu sichern.

Im Verlauf des noch zu beschreibenden Verzweigungsprozess werden Teilaufgaben v-ter
Stufe durch solche hoherer Stufe ersetzt. Dies entspricht dann konkret der Zerlegung einer
der Teilmengen S,;. Aber nicht jede der in (4.1) angegebenen Teilaufgaben soll kiinftig
betrachtet und ausgewertet werden, um eine vollstédndige Enumeration zu vermeiden.

Definition 4.1

Solche durch Aufteilung von Mengen S,; bearbeiteten Teilaufgaben P,; und auch solche,
von denen bekannt ist, dass ihre zuldssige Menge keine Optimallésung von P enthélt,
werden als inaktiv bezeichnet.

Alle bereits erzeugten Teilaufgaben, die noch nicht verzweigt oder noch nicht néher hin-
sichtlich des Enthaltenseins einer Optimallosung von P untersucht wurden, werden als aktiv
angesehen.

Fiir die formulierten Teilaufgaben werden jetzt grundlegende Forderungen postuliert, die
fiir den Prozess des Verzweigens und Beschrénkens notwendig und niitzlich sind.

(F1) Es existiert genau eine Aufgabe Py erster Stufe. Deren zugehorige Menge Sy; ist
nichtleer und endlich.

(F2) Wird die Aufgabe P,; durch Teilaufgaben P, v > u, l =1,...,1,, [, > 2, ersetzt,
so sind alle Mengen S;, nichtleer und echte Teilmengen von S,;.

(F3) Die Vereinigung der Mengen S,; aller jeweils aktiven Teilaufgaben P,; enthélt
wenigstens eine Optimallosung von P.

(F4) Fiir die Teilaufgaben P,; seien untere Schranken b, fiir den zugehorigen optimalen
Zielfunktionswert bekannt. S,; C S, impliziert dabei b,; > b,;.

(F5) Ist S, = {z"'} und 2! € S, dann gilt b,, = f(z"').

Die einzelnen Forderungen sollen im Folgenden néher erlautert und einige spezielle Reali-
sierungen angesprochen werden.
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e Die durch Forderung (F1) charakterisierte Aufgabe P;; kann eine Einbettung der
kombinatorischen Optimierungsaufgabe P sein. Diese Ersatzaufgabe ist zu Beginn
des Verzweigungsprozess die einzige aktive Teilaufgabe. Mit Forderung (F3) enthalt
sie eine Optimallosung z* € S* von P. Damit gilt S* NSy, # () und auch SN Sy, # 0.

Speziell kann S1; = S gewéhlt werden.

e Forderung (F2) besagt, dass nicht alle Elemente der Menge S,; in einer der Teilmen-
gen S,; vorkommen miissen. Dies ist eine schwache Form der Seperation. Forderung
(F3) verhindert aber, dass man alle Optimallosungen von P eliminiert.

Oft strebt man eine Partitition der Aufgabe P, an. Dann gilt sowohl S, = ;”:1 Sui
als auch S, NS, =0, L,k=1,....1,, | #Ek.

Die zu erzeugenden Teilaufgaben erfiillen die Relation f(x#) < f(z*), 1 =1,...,1,,
und bei einer Partition zusétzlich f(z#') = mini—,__;, f(a).

e Die Losung der partiellen Optimierungsprobleme P,; ist im Allgemeinen genau so
schwierig, wie die Losung des Ausgangsproblems. Fiir die Beschréinkung des Verzwei-
gungsprozesses sollen deshalb untere Schranken b,; < min,es, f(x) zu diesen Op-
timierungsproblemen herangezogen werden. Ihre Kenntnis wird mit der Forderung
(F4) vorausgesetzt.

Bei Einschréinkung des zulédssigen Bereichs einer Teilaufgabe P, gegeniiber einer
Teilaufgabe P,;, welche die Mengeninklusion S,; C S, beschreibt und die durch
eventuell aufeinanderfolgende Verzweigungsoperationen erfolgen kann, sollen sich die
zugehorigen unteren Schranken nicht verschlechtern, wie es durch die Ungleichung
b,y > by beschrieben wird.

e Die Forderung (F5) besagt, dass bei Einelementigkeit einer Menge S,; und gleich-
zeitiger Zuléssigkeit von 2! die untere Schranke b,; den wahren Funktionswert von
a¥! repriisentiert. Das Problem P,; kann wegen Forderung (F2) nicht mehr verzweigt
werden, bleibt aber aktiv, da die zulissige Losung ¥ einem noch zu formulierenden
Optimalitéatskriterium zur Verfiigung stehen soll.

Nur im Fall S;; C S gilt stets 2** € S. Teilaufgaben mit einelementigen Mengen
S, mit ¥ ¢ S gehoren zu den inaktiven Problemen, da sie trivialerweise keine
Optimallésung von P enthalten.

e In Verbindung mit der Kenntnis der in Forderung (F4) angegebenen unteren Schran-
ken folgt aus der Forderung (F3) auch, dass es stets eine aktive Teilaufgabe P,; mit
bu < f(x*) geben muss, wobei z* eine Optimallésung von P ist.

Die Beschriankung der Verzweigungsstruktur hiingt ganz wesentlich von der Giite der in
Forderung (F4) genannten unteren Schranken ab. Bei speziellen kombinatorischen Opti-
mierungsaufgaben findet man oft aus der impliziten Beschreibung der zuldssigen Menge S
Ansatzpunkte, wie man derartige Schranken gewinnen kann.
An dieser Stelle soll die Relazationstechnik genutzt werden. Man verzichtet also auf das
exakte Losen der partiellen Optimierungsaufgabe P,;, sondern verwendet zur Bestimmung
der unteren Schranke b,; eine Relaxation lf’l,l der Gestalt

f(@")=min f(z), v=1,2,..., 1=1,...1,, (4.2)

€Sy
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mit S,; C S’Vl. Die Mengen gyl sind dabei so zu wihlen, dass das Optimierungsproblem pyl
leicht 16sbar ist und die damit berechneten unteren Schranken b,; = f(2%) moglichst gut
sind. Bei jeder der zu konstruierenden Teilaufgaben P, sollte die gleiche Relaxationstechnik
angewendet werden, um die in Forderung (F4) erwéhnte Monotonieeigenschaft der unteren
Schranken bei Einschrinkung der zuldssigen Bereiche zu garantieren. Dies ist gewéahrleistet,
wenn aus S,; C S, die Beziehung S’l,l C S’Mt folgt.

Bemerkung 4.1

Erhélt man beim Losen der in (4.2) beschriebenen Relaxation P,; zur Bestimmung einer
unteren Schranke b,; eine Optimallosung 7, die gleichzeitig zur Menge S gehért, dann
gilt b,; = f(Z") = minges,,ns f(z) . Die Teilaufgabe P,; enthilt also hichstens noch solche
zuléssigen Losungen aus der Menge S, deren Zielfunktionswerte nicht unter dem der zuléssi-
gen Losung 7% liegen. Damit muss die Menge P,; nicht mehr verzweigt werden. Deshalb
wird die Menge S,; formal zu einer Einermenge S,; = {2!} reduziert. Sie bleibt aktiv,
da sie eine zuldssige Losung enthilt, die noch mit einem Optimalitdtskriterium getestet
werden soll, steht aber einer Verzweigung nicht mehr zur Verfiigung.

Mit Hilfe der unteren Schranken sollen die Teilaufgaben ausgelotet werden. Man méchte
erkennen, ob eine Teilaufgabe P,; keine Optimallésung von P enthalten kann, um sie dann
inaktiv zu setzen. Dazu ist es notig, die unteren Schranken b,; der einzelnen Teilaufgaben
mit einer oberen Schranke fiir den optimalen Zielfunktionswert der kombinatorischen Opti-
mierungsaufgabe P zu vergleichen, da man den Optimalwert f* nicht kennt. Eine derartige
obere Schranke sei mit mg bezeichnet. Dann gilt f(z*) < mg, wenn z* eine Optimallésung
von P ist. Kennt man eine zuldssige Losung & € S als Referenzlosung, dann wéhlt man
mo = f(Z). Im Verlauf des Verzweigungsprozesses gewinnt man weitere zuléssige Losungen,
wenn Teilaufgaben mit Einermengen entstehen oder der in Bemerkung 4.1 geschilderte Fall
eintritt. Damit kann gegebenenfalls der Wert myq aktualisiert werden.

Generell wird eine aktive Teilaufgabe P,; inaktiv gesetzt, wenn die Ungleichung b,; > my
gilt. Dann ist die Beziehung f(z) > my fiir alle 2 € S,;, also auch fiir alle darin enthaltenen
Losungen aus S garantiert. Die Teilaufgabe P,; enthélt damit keine Optimallésung von
P und gilt damit als ausgelotet. Kennt man noch keine zuléssige Losung aus S und ist
f(z*) < my gesichert, das heifit, man hat nur eine grobe obere Schranke my bestimmt,
dann kann auch fiir b,; > mg die Teilaufgabe P,; inaktiv gesetzt werden.

Zur Formulierung eines Optimalitédtskriteriums werden folgende Bezeichnungen benétigt:
q =max{v| P, ist aktiv } L,={(1)| P, ist aktiv }.

Die Menge I'; enthilt alle Indexpaare (v, 1), fiir die die Teilaufgaben P,; unmittelbar nach
Erzeugung der Aufgaben P, r =1,...,7,, aktiv sind.

Satz 4.1
Gilt by, = mingyer, by und ist ein £ € S mit f(Z) = by bekannt, dann ist T eine
Optimallosung der kombinatorischen Optimierungsaufgabe P.

Die Chance, ein £ € S als Optimallosung von P zu identifizieren, ist um so hoher, je
scharfer die bestimmten Schranken b,; sind.
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Ein allgemeiner Algorithmus zur Losung einer kombinatorischen Optimierungsaufgabe P
besteht aus einer alternierenden Abfolge von Verzweigungsschritten, in denen neue Tei-
laufgaben generiert werden und Beschrinkungsschritten, in denen entschieden wird, ob
eine Teilaufgabe in den inaktiven Zustand versetzt werden kann. Das Optimalitatskriteri-
um wird nach jeder Anderung der Menge der aktiven Teilaufgaben und bei Kenntnis neu
gewonnener zuldssiger Losungen aus der Menge S erneut iiberpriift.

Struktur eines Algorithmus nach dem Verzweigungsprinzip

1. Ersetze die kombinatorische Optimierungsaufgabe P durch eine Ersatzaufgabe
Py1. Dabei soll Sq; endlich sein und mindestens eine Optimallosung z* von P
enthalten. Es sind eine untere Schranke by; mit b3 < mingeg,, f(z) und eine
obere Schranke mgy mit f(z*) < mg zu bestimmen.

2. Fiir die jeweils neuen Teilaufgaben P,; sind unter Beachtung von (F4) und (F5)
untere Schranken b,; mit b,; < min,eg, f(x) zu ermitteln. Werden in diesem
Prozess zulissige Losungen 77! € S gefunden und gilt f(7"') < mg, dann ist die
obere Schranke mg durch mg := f(7*') zu aktualisieren.

3. Teilaufgaben P,; mit b,; > mg werden inaktiv gesetzt. Die Menge der aktiven
Teilaufgaben I, ist entsprechend zu aktualisieren.

4. Erfiillt eine zuldssige Losung # € S die Bedingung f(Z) = min(, e, by, dann ist
Z eine Optimallosung von P.

5. Eine der aktiven und noch verzweigbaren Teilaufgaben, etwa P,;, wird in neue
Teilaufgaben P, v > u, L =1,...,1,, I, > 2, aufgespalten. Dabei sind die Forde-
rungen (F2) und (F3) zu beachten.

Das Verfahren ist beginnend mit Schritt 2 zu wiederholen.

Die Endlichkeit eines nach dem Verzweigungsprinzip konstruierten Algorithmus lésst sich
leicht nachweisen. Die Analyse einer Teilaufgabe endet entweder mit der Erzeugung neu-
er Teilaufgaben, bei denen sich die Anzahl der Elemente verringert, oder mit der Be-
schrinkung des Verzweigungsprozess an dieser Stelle durch Aussonderung. Da im Aus-
gangsproblem eine zuldssige Menge mit nur endlich vielen Elementen vorlag, entstehen
nach endlich vielen Schritten Teilaufgaben, deren zulédssige Mengen sdmtlich einelementig
sind. Mit Forderung (F3) und (F5) ist das Optimalitatskriterium spétestens jetzt erfiillt.

Bemerkung 4.2

Das angegebene Losungsprinzip wird oft in der folgenden modifizierten Variante verwendet.
Die jeweils beste Zwischenlosung aus der Menge S wird nach Aktualisierung der oberen
Schranke mq separat in einem Speicher Z* abgelegt. Alle Probleme P,; mit einelementigen
Mengen S,; = {2"'} werden generell inaktiv gesetzt. Das geschieht durch den erweiterten
Test b,; > mg. Das Losungsverfahren bricht ab, wenn es keine aktiven Teilaufgaben mehr
gibt. Der Speicher Z* enthilt dann eine Optimallésung von P.

Die Vorgehensweise eines Algorithmus zum Verzweigungsprinzip kann man durch einen
Suchbaum veranschaulichen. Die Knoten des Baumes entsprechen den Teilaufgaben P,;.
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Die von einem Knoten ausgehenden Pfeile geben an, in welche Teilaufgaben die dem Knoten
zugehorige Teilaufgabe aufgesplittet wird. Die unteren Schranken b,; werden als Informati-
on an die betreffenden Knoten geschrieben. Ein solcher Baum wird schrittweise aufgebaut.
Das Problem Py stellt die Wurzel des Baumes dar. Die Menge der jeweils aktiven Ersatz-
aufgaben wird durch die Endknoten des bisher erzeugten Baumes repréasentiert, fiir die
noch nicht feststeht, ob die zugehorige Menge S,,; keine Optimallosung von P enthélt. Die
restlichen Endknoten gehoren zu den inaktiven Teilaufgaben. Die Abbildung 4.1 zeigt ein
Beispiel eines Verzweigungsbaumes mit der erreichten Tiefe g = 4.

b1y

Abbildung 4.1: Beispiel eines Verzweigungsbaumes
Fiir Algorithmen zur Losung konkreter kombinatorischer Optimierungsprobleme miissen
grundsétzlich Regeln und Verfahren fiir die folgenden Operationen angegeben werden:

(a) Vorschrift zur Bildung der Ersatzaufgabe P;; und Verfahren zur Bestimmung einer
oberen Schranke fiir den gesuchten Optimalwert von P.

(b) Vorschrift zur Auswahl einer zu verzweigenden Teilaufgabe P,;.

(c) Vorschrift zur Konstruktion der die Teilaufgabe P,; ersetzenden Teilaufgaben P,,.
(d) Verfahren zur Gewinnung unterer Schranken fiir die Teilaufgaben P,;.

(e) Verfahren zur Feststellung, ob eine Teilaufgabe P,; eine Optimallosung von P enthélt.

Mit einer geschickten Wahl der Ersatzaufgabe kann der Aufwand des gesamten Algorithmus
reduziert werden. Allerdings muss man die Struktur der diskreten Menge S gut kennen, um
eine einfach handhabbare endliche Menge Si; zu finden. Zur Erzeugung einer guten obe-
ren Schranke werden vielfach Ndherungsverfahren zur Erzeugung einer zuléssigen Losung
der zu bearbeitenden kombinatorischen Optimierungsaufgabe vorgeschaltet. Diese sollen
grundsétzlich in polynomialer Zeit arbeiten.
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Die zu den Punkten (b) und (c) anzugebenden Vorschriften sind die Verzweigungsregeln
(branch). Durch (b) wird festgelegt, wo jeweils verzweigt wird und (c) gibt die Art des
Verzweigungsvorganges an. Bei der Last In - First Out - Regel (LIFO) wird die jeweils
zuletzt erzeugte Teilaufgabe als néchstes weiterverarbeitet. Verzweigt man stets die aktive,
noch verzweigbare Teilaufgabe mit der kleinsten unteren Schranke, dann spricht man von
der Minimum Lower Bound - Regel (MLB). Die Art der Zerlegung einer Teilaufgabe hingt
wesentlich von der Struktur der vorliegenden kombinatorischen Optinierungsaufgabe ab.

Durch die Vorschriften (d) und (e) soll der geschilderte Verzweigungsprozess beschriankt
(bound) werden. Will man die benétigten unteren Schranken iiber eine Relaxation der zu
untersuchenden Teilaufgabe finden, dann muss man Vorschriften zu ihrer Bildung angeben.

4.2 Anwendung des Verzweigungsprinzips

Mit Hilfe des im letzten Abschnitt formulierten Verzweigungsprinzips soll jetzt am Beispiel
einer binéren linearen Optimierungsaufgabe die Entwicklung eines exakten Algorithmus
demonstriert werden. Ausgangspunkt sei konkret die folgende Aufgabe:

n
zZ = E CiT; — min
Jj=1

E Q35T 5 > bi, 1= 1, ., Mm
j=1
z; € {0;1}, j=1,..,n

Dabei wird zur Vereinfachung der Diskussionen angenommen, dass die Daten der Aufgabe
den Bedingungenc; >0,5=1,...,n,0,>0,i=1,...m,a;; >20,i=1,..m,j=1,..,n,
doimiai; >0, 7=1,..,n,und Y37 a; > b;, i =1,..,m, geniigen.

Dann stellt der Vektor 2 mit z; = 1, j = 1,...,n, eine zuldssige Losung dar. Damit hat
man eine obere Schranke my = 2?21 ¢; generiert, die allerdings den maximalen Zielfunk-
tionswert iiber dem zuléssigen Bereich darstellt und demzufolge nicht besonders gut sein
muss. Der gesuchte Optimalwert ist positiv, da der Nullvektor unzuléssig ist und alle Ziel-
funktionskoeffizienten positiv sind.

Mit Hilfe der Grundmenge G = {x € R"| > 7 ayx; > bi,i = 1,..,m} kann der
zuléssige Bereich der Aufgabe (4.3) durch die nichtleere Menge S = GN{0, 1}"™ beschrieben
werden. Diese diskrete Menge enthélt hochstens 2" — 1 Elemente. Die zu minimierende
Funktion f hat konkret die Gestalt f(z) =c'x.

In einem Verzweigungsprozess befindet sich jede binére Variable in genau einem von drei
Zustanden. Deshalb werden fiir die zu formulierenden Teilaufgaben P,; folgende Mengen
vereinbart:

R% . Indizes von auf den Wert 0 fixierten Variablen
R!, : Indizes von auf den Wert 1 fixierten Variablen
R;' : Indizes von freien Variablen

v

Sie bilden eine Partition der Indexmenge N = {1,...,n}.
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Die Mengen S, fiir die Teilaufgaben P,; werden durch die Vorschrift
Si={reCGlz;=0,j€Ry, a;=1,j€ Ry, z;€{0;1},j€ R}

festgelegt.

Fiir die Ersatzaufgabe P;; sollen alle Variable noch frei wéhlbar sein. Damit setzt man fiir
den Beginn des Verzweigungsprozess RY, = R}, = ) und R = N. Es gilt S;; = S und
die Aufgabe Py; ist mit der Ausgangsaufgabe (4.3) identisch.

Die Teilaufgaben P,; sollen vorab etwas naher untersucht werden. Auf Grund der an die
Daten gestellten Voraussetzungen kann die Losbarkeit sehr einfach entschieden werden.
Die Menge S,; ist genau dann nichtleer, wenn die Ungleichungen

Z (lij+ Z CLZ']'Z bi, izl,...,m

-1 - pl
]eRul jeRul

erfillt sind. Gilt zusatzlich Rl;l = (), dann ist S,; eine Einermenge. Sie enthilt den
vollstiindig fixierten Vektor 2! € S und es gilt f(z*!) = jery Gi-

Es sei S,; eine nichtleere Menge, bei der noch nicht alle Variablen fixiert wurden. Damit
wird Rfyl # () vorausgesetzt. Um zu entscheiden, ob die Menge S,; einelementig sein kann,
werden die noch frei wéhlbaren Variablen einem Fizierungstest unterworfen.

Gibt es fiir den Index j; € R} ein k € {1,...,m} mit

Z apj + Zakj<bk>

JER N\ {1} JER),

dann kann die Variable z;, auf den Wert Eins fixiert werden. Das entspricht den Opera-
tionen R;' := R;'\ {ji} und R}, := RL, U {41 }.

Gelingt es auf diese Weise alle noch frei wahlbaren Variable zu fixieren, dann enthélt
S, nur eine zuléssige Losung und muss kiinftig keiner Verzweigung unterworfen werden.
Anderenfalls kann man bei Bedarf tatsdchlich noch nichtleere Teilmengen von S,; bilden.

Als néchstes sollen untere Schranken b,; berechnet werden. Eine sehr einfache Moglichkeit
resultiert aus der Voraussetzung, dass alle Zielfunktionskoeffizienten positiv sind. Deshalb
kann b,; = Y jeryL Ci als untere Schranke gewéhlt werden. Fiir eine einelementige Menge
wére dies auch der korrekte Zielfunktionswert.

Bessere Schranken erhélt man bei Verwendung einer LP-Relazation zur Teilaufgabe P,;.
Bei Teilaufgaben, deren zugehérigen Mengen S,; nicht nur aus einem Element besteht, ist
R # 0 gesichert. Die Menge S,; wird dann durch die Obermenge

Su={reGlz;=0,j€RY, z;=1,j€R,, 0<a;<1,j€ R}

ersetzt. Die freien Variablen kénnen jetzt auch gebrochene Werte zwischen Null und Eins
annehmen. AnschlieBend wird die in (4.2) beschriebene Relaxation P,; geldst. Konkret liegt
hier eine lineare Optimierungsaufgabe mit zum Teil fixierten Variablen vor. Da die betrach-
tete Menge S,; nichtleer und kompakt ist, besitzt die Aufgabe P,; stets eine Optimallssung
7!, Die benétigte Schranke b,; wird dann durch b,; = Z?Zl cjj]”-l festgelegt.
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Ist 2! ein 0-1-Vektor, das heifit es wurde eine zuliissige Losung der Aufgabe (4.3) erzeugt,
dann muss das Problem P,; nicht mehr verzweigt werden. Im Falle b,; < mg hat man die
bisher beste zulissige Losung gefunden. Sie wird durch die Anweisung 7 := #*! gespeichert
und der zugehorige Zielfunktionswert durch mg := b,; iibertragen.

Mit der aktuell besten Losung = wird iiber die Menge aller aktiven Teilprobleme stets der
Optimalititstest “Gilt f(Z) = ming, jer, b 77 ausgefiihrt.

Im Laufe des Verzweigungsprozess sei bereits ein Teil des Verzweigungsbaumes entstanden.
Jetzt ist festzulegen, welche aktive und noch verzweigbare Teilaufgabe zur weiteren Bear-
beitung ausgewéhlt werden soll. Unter all diesen Teilaufgaben soll diejenige Aufgabe P,
mit der kleinsten unteren Schranke b,, gewéhlt werden. Damit wird im Verlauf des Ver-
zweigungsprozess die kleinste aller unteren Schranken stets angehoben, um auf ein schnelles
Ansprechen des Optimalitatskriteriums zu hoffen.

Da P,; ein noch verzweigbares Problem ist, war die iiber die LP-Relaxation erzeugte Losung
@ keine zuléissige Losung aus S. Damit existiert wenigstens ein jo € R, mit j% € (0,1).
Gibt es mehrere solcher Indizes, dann wahle man einen Index jq aus, fiir den der Abstand
|3 — 97:%\ minimal ausfallt.

Die Teilaufgabe P,; wird in genau zwei Teilaufgaben P,; und P,s, v > p, zerlegt. Die neuen
Teilmengen entstehen durch die folgenden Vorschriften:

S ={x € Spe | wj, = 0} Sva ={x € Sy | wjo = 1}

Entsprechend miissen die Indexmengen generiert werden:

P R} = Rﬁt U{jo}, Ry = R;lttv = R;tl \ Lo}
P, RBQ = Rgt , Rll,g = Rtt U {Jjo} - R;21 = R;tl \ {Jjo}

Die Teilaufgabe P,; wird anschlieBend sofort dem oben beschriebenen Fixierungstest un-
terworfen, da er wegen der Festlegung von z;, = 0 zu neuen Fixierungen fithren kann. Fiir
die Teilaufgabe P,, muss der Fixierungstest nicht angewendet werden, da er gegeniiber der
bereits bearbeiteten Teilaufgabe P, zu keiner neuen Fixierung fithren kann.

Beispiel 4.1
Gegeben sei die binére lineare Optimierungsaufgabe

z = 8xr1 + 5r9 4+ 8r3 + 34 + 6x5 — min
3.751 + 41’2 + 21’3 + 4I4 + 31’5 Z 10
2[E1 + x99 + 51’3 + 2.1]4 + 4ZL'5 Z 8

z; € {0,1}, j=1,..5

Mit der zuléssigen Losung 2; =1, j = 1,...,5 erhdlt man die obere Schranke my = 30.
Aufgabe Pj;: Setze RY, = R}, = 0 und Rj] = {1,2,3,4,5}. Die Diskretheitsbedingungen
r; €{0,1}, j=1,...,5, werden durch 0 < z; <1, j =1,...,5, ersetzt und die zugehorige
lineare Optimierungsaufgabe gelost. Als Optimallésung erhélt man x; = 0, o = 0.61,
x3=028, 14 =1,25 =1, 2= 14.28. Da die vorliegende Aufgabe die einzig aktive Aufgabe
mit der unteren Schranke b;; = 14.28 ist, wird sie sofort in die beiden Teilaufgaben Py
und Py verzweigt. Dazu wird die Variable zo ausgewéhlt.
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Aufgabe Py;: Mit der Verzweigung xo = 0 erhilt man die Mengen RY, = {2}, R}, = 0
und Ry = {1,3,4,5}. Der anzuwendende Fixierungstest setzt iiber die erste Restriktion
die Variablen x1, x4 und x5 auf den Wert Eins. Damit d&ndern sich die zwei Indexmengen
RY = {1,4,5} und R, = {3}. Als Optimallésung der entsprechenden Relaxation erhilt
man 1 = 1, 2o =0, 23 =0, x4y = 1, z5 = 1, z = 17. Damit liegt eine zuldssige Losung
vor. P»; muss nicht mehr verzweigt werden, da fiir alle weiteren zuléssigen Losungen aus
der Menge Sy; nur z > 17 gelten kann. Da by = 17 < 30 = my gilt, hat man die bisher
beste zuliissige Losung gefunden. Sie wird auf den Vektor # := (10011)" gespeichert und
die obere Schranke mg := 17 aktualisiert.

Aufgabe Pyy: Mit der Verzweigung z; = 1 lauten die Indexmengen R, = 0, R, = {2}
und R, = {1,3,4,5}. Die Relaxation liefert die Optimallésung z; = 0, 25 = 1, x3 = 0.2,
xy = 1, x5 = 1, z = 15.6. Sie ist nicht zuléssig beziiglich der Menge S5. Die untere
Schranke bys = 15.6 liegt unter der oberen Schranke my = 17. Da P,y das einzige im
Moment verzweigbare Problem ist, werden die Variable x3 ausgewéhlt und die Teilaufgaben
P31 und Ps3y erzeugt.

Aufgabe Ps;: Die Indexmengen lauten Ry, = {3}, R} = {2} und R3] = {1,4,5}. Mit
Hilfe des Fixierungstest werden durch die zweite Restriktion der Reihe nach die Varia-
blen x1, 4 und x5 auf den Wert Eins gesetzt. Damit dndern sich die beiden Indexmengen
Ry = {1,2,4,5} und R3' = 0. Somit stellt S3; eine einelementige Menge dar. Der Ziel-
funktionswert der fixierten Losung betrigt z = 22. Wegen b3y = 22 > 17 = mg wird Ps; in
den Zusand inaktiv versetzt.

Aufgabe Ps5: Nach der Festlegung x3 = 1 erhilt man die Mengen RY, = 0, R}, = {2,3}
und Rz = {1,4,5} Die Relaxation liefert die Optimallosung z; = 0, 2o = 1, 3 = 1,
ey =1, 25 =0, 2= 16. Damit liegt eine zuldssige Losung vor. Wegen b3; = 16 < 17 = my
ist sie die bisher beste zulissige Losung. Sie wird auf den Vektor Z := (01110) " gespeichert
und die obere Schranke mg := 16 aktualisiert.

Jetzt spricht das Optimalitatskriterium an. Zur kleinsten unteren Schranken b3, = 16 aller
aktiven Teilaugaben gibt es eine zuldssige Losung & mit f(Z) = 16. Damit hat man eine
Optimallosung 27 =0, 25 =1, 25 =1, 3 = 1, ¥ = 0, 2 = 16 gefunden.

14.28

15.6



Kapitel 5

Das Schnittprinzip

Auf dem Schnittprinzip beruhende Algorithmen wurden schon sehr frith zur Losung von
ganzzahligen linearen Optimierungsaufgaben eingesetzt. Erste Anwendungen findet man
bereits 1958 bei Gomory. Numerische Schwierigkeiten haben die Anwendungen des Schnitt-
prinzips etwas eingeschrankt. Derzeit sorgen aber ausgefeilte Schnittmethoden fiir spezielle
diskrete Optimierungsaufgaben wieder fiir eine Belebung.

Eine allgemeine Formulierung und Begriindung des Schnittprinzips erfolgte 1971 durch
Emelicev. In diesem Abschnitt wird das allgemeine Schnittprinzip und eine einfache Rea-
lisierung fiir kombinatorische Optimierungsaufgaben vorgestellt. Eine ausfiihrliche Dar-
stellung findet man zum Beispiel in [Scho76]. Die Ubertragung des Schnittprinzips auf
die allgemeine diskrete Optimierungsaufgabe ist mit geringfiigigen Anderungen problemlos
moglich. In der Literatur findet man auch Schnittebenenverfahren fiir konvexe nichtlineare
Optimierungsaufgaben.

Ausgangspunkt des Schnittprinzips ist die Relaxation einer zu lésenden kombinatorischen
Optimierungsaufgabe P. Die zuléssige Menge S von P wird also durch eine sie umfassende
Menge, die nicht diskret sein muss, ersetzt. Diese Obermenge wird bis zum Erkennen einer
Optimallosung sukszessive durch Schnittbedingungen reduziert. Die Schnittbedingungen
werden dabei jeweils {iber eine Optimallosung einer gerade geldsten reduzierten Aufgabe
generiert.

5.1 Formulierung und Begriindung des Schnittprin-
Zips
Zur kombinatorischen Optimierungsaufgabe P

f(z*) = min f(x)

z€eS

mit nichtleerer und endlicher Menge S als zulédssigem Bereich wird eine rekursiv zu defi-
nierende Folge von Aufgaben Py der Gestalt

g(2*) = min g(z), k=1,2,... (5.1)

rERy,

betrachtet. Die Aufgaben P sollen generell so konstruiert sein, dass sie stets eine Opti-
mallosung z* besitzen.

23
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Fiir ein festes k& > 1 werde jetzt die Aufgabe P, betrachtet. Es sei 2* eine Optimallésung
der Aufgabe P,. Zu diesem Zeitpunkt kenne man noch keine Optimallosung x* der kombi-
natorischen Optimierungsaufgabe P.

Mit Hilfe dieser Optimallésung x* wird eine Schnittmenge R(z*) mit noch zu formulieren-
den Eigenschaften erzeugt. Die Aufgabe Py, entsteht dann durch die Mengendifferenz

Rk+1 = Rk \ R(l‘k) .

Der zuliissige Bereich Ry, der Aufgabe P, wird durch die Schnittmenge R(z*) weiter ein-
geschrénkt. Die Losbarkeit der so entstandenen neuen Aufgabe Py, héngt also wesentlich
von der Beschaffenheit der Schnittmenge R(z"*) ab.

Fiir die rekursiv formulierten Optimierungsaufgaben P, werden jetzt die grundlegenden
Forderungen angegeben, die fiir den Schnittprozess notwendig sind und auch zur Beschrei-
bung eines Optimalitédtskriteriums fiithren.

(V1) Die Aufgabe P ist eine Relaxation der Aufgabe P.
(V2) Fiir die Schnittmenge R(z*) zur Aufgabe P, gilt 2% € R(2*) und R(z*) C Ry .

(V3) Wenn z* ¢ S ist, dann soll R(2*) NS = ) gelten.

Wenn 2 € S ist, dann soll f(z*) = min f(z) gelten.
zeR(zF)NS

Die erste Forderung beschreibt die Aufgabe, mit der der Schnittprozess starten soll. Die
letzten beiden Forderungen stellen die eigentlichen Schnittbedingungen dar. Im Folgenden
werden die einzelnen Forderungen erldutert und eine spezielle Realisierung behandelt.

e Forderung (V1) verlangt, dass die diskrete Menge S mittels R; D S durch eine sie
umfassende Menge R; ersetzt wird. Es wird nicht gefordert, dass die Menge R; diskret
ist. Die urspriinglich zu minimierende Funktion f wird durch eine Minorantenfunk-
tion g ersetzt. Damit gilt g(x) < f(z) fir z € S.

Eine spezielle Realisierung der Forderung (V1) liegt vor, wenn man als Funktion ¢
speziell die Funktion f wahlt.

e (V2) verlangt, dass die Schnittmenge R(x*) konkret eine erzeugte Optimallssung z*
der Aufgabe P, enthilt. Weiter soll die Schnittmenge R(z*) eine echte Teilmenge des
zuldssigen Bereichs Ry der Aufgabe Py sein. Die Menge Ry wird also verkleinert, das
heifit, von ihr wird etwas weggeschnitten, aber nicht alles. Damit gilt Ry, # (0.

Generell ist bei Generierung der Schnittmenge R(z*) darauf zu achten, dass die zu
bildende Differenzmenge Ry, = Ry \ R(z*) die Existenz einer Optimallosung der
neuen Optimierungsaufgabe Py zulésst.

e Die Forderung (V3) regelt, was neben der Optimallésung z* der Aufgabe P} noch
alles von P, weggeschnitten werden kann. Generell sind beliebige Elemente aus der
Menge Ry \ S zugelassen. Aber es gibt Einschrankungen fiir das Wegschneiden von
zuldssigen Losungen der Menge S.
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Die erste Bedingung in (V3) verlangt, dass kein Element aus S zur Schnittmenge
gehort, wenn die erzeugte Optimallésung 2 der Aufgabe P, selbst nicht zu S gehort.

Sollte allerdings ¥ zu Menge S gehoren, dann gibt die zweite Bedingung in (V3)
an, welche weiteren zuléssigen Losungen aus S zur Schnittmenge gehoren diirfen.
Erlaubt sind all diejenigen zuléssigen Losungen = € S, deren Zielfunktionswert f(x)
den Wert f(2*) nicht unterschreitet. Damit weifl man, dass von den wegzuschnei-
denden zulissigen Losungen nur die zulidssige Losung x* € S als Kandidat fiir eine
Optimallosung der Ausgangsaufgabe P zu notieren ist.

Mit Hilfe der schrittweise erzeugten Optimallésungen z* zu den Aufgaben Py, die zusitzlich
auch zur Menge S gehoren, soll jetzt ein Optimalitédtskriterium angegeben werden. Dazu
werden die Mengen

Sy ={z"2* .., 29}nS, ¢=1,2,..,

gebildet. Zwei derartig aufeinanderfolgende Mengen unterscheiden sich um maximal ein
Element.

Satz 5.1
Gilt Sy # 0 und f(2') = mingeg, f(z) < g(x?), dann ist ' eine Optimallésung der
kombinatorischen Optimierungsaufgabe P .

Ist die Menge S, nichtleer, dann stellt z* die beste zulédssige Losung aus der Menge der
erzeugten Optimallosungen der Aufgaben Py, k =1, ...,, dar, die auch zuléssig waren. An-
dere im Verlauf des Schnittprozess entfernte zulissige Losungen besitzen wegen (V3) keinen
besseren Zielfunktionswert als f(x'). Die noch verbliebenen zulédssigen Losungen aus S in
der Menge I, haben wegen der Relaxationseigenschaft keinen besseren Zielfunktionswert
als g(x?) und wegen der im Satz 5.1 geforderten Ungleichung auch keinen besseren Wert
als f(a).

Mit dem formulierten Optimalitédtskriterium erkennt man die Optimalitdt der zuldssigen
Losung z' erst nach dem Losen der Aufgabe P,. Will man die Optimalitit einer soeben
berechneten Optimallosung der aktuellen Aufgabe, die zugleich zuléssig fiir P ist, sofort
erkennen, miissen die Voraussetzungen des Satzes 5.1 wesentlich verschérft werden.

Satz 5.2
Gilt 2* ¢ S, k=1,....,q—1, 29 € S und f(29) < g(z?), dann ist 29 eine Optimallésung
der kombinatorischen Optimierungsaufgabe P .

Unter den gegebenen Voraussetzungen gilt Sy = 0, k = 1,...,¢ — 1, und S, = {z7}. Die
Erfiillung der Ungleichung f(z7) < g(z7) zeigt sofort die Optimalitit der zuldssigen Losung
x? € S an.

Bemerkung 5.1

Fiir den wichtigen Spezialfall g(z) = f(x), z € S, sind die verschérften Voraussetzun-
gen auf natiirliche Weise erfiillt. Damit ist die erste zuléssige Losung unter den erzeugten
Optimallosungen der sukzessive bearbeiteten Aufgaben P, zugleich optimal fiir die Aus-
gangsaufgabe P. In diesem Fall wird von der einfachen Realisierung des Schnittprinzips
gesprochen. Man benétigt dann auch nicht den zweiten Teil der in (V3) beschriebenen
Voraussetzungen.
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Mit den bisher beschriebenen Forderungen kann die Endlichkeit eines zu formulierenden
Verfahrens noch nicht garantiert werden. Deshalb wird formal noch die folgende Voraus-
setzung postuliert:

(V4) Es gibt eine Aufgabe P, r > 1, mit S, # () und misn flz) <g(x").

TESY

Die Voraussetzung (V4) verlangt, dass eine Aufgabe P, existiert, nach deren Losung die
Bedingungen fiir das im Satz 5.1 angegebene Optimalitatskriterium erfiillt sind. Das ist
natiirlich keine fiir die Konstruktion von Algorithmen aussagekriftige Forderung. Die End-
lichkeit hédngt wesentlich von der gewéhlten Obermenge R; und der Giite der erzeugten
Schnittmengen ab.

Nach Formulierung der grundlegenden Voraussetzungen und der gegebenen Beschreibung
eines allgemeinen Optimalitatskriteriums kann jetzt der Ablauf eines allgemeinen, auf dem
Schnittprinzip basierenden Algorithmus zur Losung einer kombinatorischen Optimierungs-
aufgabe P angegeben werden. Er besteht aus einer sequentiellen Folge von zu losenden
Optimierungsaufgaben, deren zuléssige Bereiche durch Schnittbedingungen sich stédndig
verkleinern. Ab der ersten generierten zuldssigen Losung von P muss in jedem Schritt das
Optimalitédtskriterium gepriift werden.

Struktur eines Algorithmus nach dem Schnittprinzip

1. Wahle fiir die kombinatorische Optimierungsaufgabe P eine losbare Relaxation
P;. Dazu muss eine Menge R; O S und eine Minorantenfunktion g angegeben
werden. Setze g := 1.

2. Fiir die Optimierungsaufgabe F; ist eine Optimallésung x? zu bestimmen.

3. Gilt Sy = {z',...,29} NS # 0 und f(2") = minges, f(z) < g(29), dann ist 2* eine
Optimallosung von P.

4. Bilde die Schnittmenge R(x9) so, dass die durch den reduzierten zuldssigen Be-
reich R,y1 = R, \ R(27) neu entstehende Aufgabe P,;; losbar ist und die Forde-
rungen (V2) und (V3) erfiillt werden.

Setze ¢ := g + 1 und gehe zu Schritt 2.

Bei der einfachen Realisierung des Schnittprinzips sind mit der speziellen Wahl von f als
Minorantenfunktion g sukzessive Aufgaben Py, der Gestalt f(x*) = min,ecg, f(x) zu losen.
Der dritte Schritt im Algorithmus kann durch den einfachen Test “x? € S 7”7 ersetzt werden.
Wird diese Frage mit ja beantwortet, dann ist x¢ eine Optimallosung von P.

Die Festlegung der Menge R;, welche die diskrete Menge S umfassen soll, hingt auch hier
von der impliziten Beschreibung der diskreten Menge S ab. Man wird im Allgemeinen
die schwierigen Teile dieser Beschreibung ignorieren, um eine leicht 16sbare Relaxation zu
gewinnen.

Die formale Beschreibung der Schnittmengen R(z*) ldsst keine weiteren konkreten Aus-
sagen zu. Deshalb hangt ihre Bildung von der konkreten Optimierungsaufgabe ab. Im
néchsten Abschnitt soll genau dieser Aspekt beriicksichtigt werden.
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5.2 Anwendung des Schnittprinzips

Zur Demonstration des Schnittprinzips wird die rein ganzzahlige lineare Optimierungsauf-
gabe

n

zZz = E Cj[L‘j —  max
j=1
n

E AT = bi, i:17...,m

j=1
r; € Nyg, j=1,..,n

ausgewihlt, bei der die Restriktionen in Gleichungsform vorliegen. Grundsétzlich seien alle
Koeffizienten rational. Mit Ny wird die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen bezeichnet.
Die formale Transformation auf eine zu minimierende Zielfunktion ist fiir die Anwendung
des Schnittprinzips nicht zwingend notwendig.

Fiir die diskrete Menge S = {z € R"| Az = b, z; € Ny, j = 1,...,n} kann man ohne
weitere Voraussetzungen nicht zeigen, dass sie nichtleer und endlich ist. Damit liegt im
Allgemeinen keine kombinatorische Optimierungsaufgabe vor. Die daraus resultierenden
notwendigen Ergénzungen fiir das fiir kombinatorische Optimierungsaufgaben formulierte

Schnittprinzip sind aber nur technischer Natur und werden hier mit angesprochen.

Zum Einsatz kommt die einfache Realisierung des Schnittprinzips, womit auch f(z) = ¢’z

als Zielfunktion fiir die Relaxation verwendet wird. Fiir die Erweiterung des zuldssigen
Bereichs S wird fiir jede Variable die Ganzzahligkeitsforderung durch die Nichtnegati-
vitdtsbedingung ersetzt. Damit erhélt man Ry = {x e R"|Az =b, z; >0, 5 =1,...,n}.
Die Aufgabe P; entspricht dann der folgenden LP-Relaxation:

n
Z = E Cjx; — max
Jj=1
n

E A5 = bl‘, @zl,...,m

j=1

zj > 0, j=1,..,n
Diese LP-Relaxation wird mit Hilfe der Simplexmethode gelost. Im Falle der Unlosbarkeit
von Py gilt entweder Ry = () oder fiir Ry # () wichst die Zielfunktion iiber R; unbe-
schriankt. Im ersten Fall gilt sicher S = (). Fiir den zweiten Fall kann auch S = ) gelten.
Da die Rationalitit der Daten vorausgesetzt wurde, kann im Fall S # () nur noch der Fall
eintreten, dass die Zielfunktion iiber der dann nicht endlichen diskreten Menge S unbe-
schrankt wéachst. In beiden Fillen ist damit auch P unlésbar. Im Falle der Losbarkeit der
LP-Relaxation P; liefert die Simplexmethode eine optimale Basislosung «!. Gilt z! € S,
das heifit alle Komponenten von x! sind ganzzahlig, dann ist 2! auch eine Optimallésung
der rein ganzzahligen linearen Optimierungsaufgabe P. Damit ist nur der Fall 2! ¢ S
interessant.

Fiir die weiteren Betrachtungen sei 2! eine optimale Basislésung von P, fiir die mindestens
eine Komponente einen nichtganzzahligen Wert annimmt. Die zu dieser Basislosung !
gehorigen Nichtbasisvariable seien durch folgende Indexmenge erfasst:

N ={j € {1,..,n} |z, ist Nichtbasisvariable in der Basislosung z'}
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Die s-te Gleichung des zu z! gehorigen Simplextableaus habe die Gestalt

B, + Z ijLEj = Ys0 (52)
JEN

Fiir die Basislosung ' gilt 2} =0, j € N, und 2 = ys0 . Der Wert 4o dieser ausgewhl-
ten Basisvariable x5, sei nicht ganzzahlig.

Die Koeffizienten der Gleichung (5.2) werden wie folgt zerlegt:

Yso = Us0 + Vg0 mit Uso = LySOJ

ysj — usj -+ Usj mit 'Ll/sj - Lys]J ) j € N

Dabei ist |z]| die grofite ganze Zahl, die nicht grofer als z ist. Folglich ist z — |z| der
nichtnegative Rest.

Fiir die vorliegende Zerlegung gilt konkret 0 < vyo <1lund 0 <wy <1,je€N.

Nach Einsetzen der zerlegten Groflen in (5.3) erhélt man nach einer weiteren Umformung
die folgende Gleichung;:

T, + Z UsjTj — Usp = Vs — Z VsjTj (5.3)

JEN JEN

Fiir jede ganzzahlige Losung z ist die linke Seite von (5.3) ganzzahlig. Folglich mufi dann
auch die rechte Seite von (5.3) ganzzahlig sein.
Fiir diese rechte Seite gilt aber wegen z; >0, j € N, vg; > 0, j € N, und vs < 1 stets

Vg0 — szjxj <1.

JEN

Folglich kann bei Vorliegen einer zuléssigen ganzzahligen Losung x durch die rechte Seite
von (5.3) keine positive ganze Zahl dargestellt werden. Unter diesem Aspekt kann man die
Erfiilllung der Restriktion

Vso — Z Vs g S 0

JjEN

beziehungsweise der umgestellten linearen Ungleichung

> (—vy) 75 < — 040 (5.4)

JEN
fordern. Damit ist durch

R(I‘l) = {LL’ € Ry ’Uso — szjl’j > 0}
JEN

eine Schnittmenge definiert, fiir welche die beiden grundlegenden Forderungen z' € R(x!)
und R(z') NS = @ erfiillt sind. Nur R(z') C R; kann nicht garantiert werden, da der
Fall S = () nicht ausgeschlossen ist. Bei der erzeugten Schnittmenge handelt es sich um
den Gomory-Schnitt (siche [Go58]), der als erste Anwendung des Schnittprinzips in der
Optimierung gilt.
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Die Konstruktion der nachfolgenden Aufgabe P; erfolgt formal durch die Bildung der Men-
ge

R2 = {[E € Rl ‘ Z(—Usj).’ﬂj S —US(]} .

JEN

Die Aufgabe P, entspricht somit der LP-Relaxation mit der zusétzlichen linearen Restrik-
tion (5.4).
Nach Einfiihrung einer Schlupfvariablen 2, zur Uberfithrung der Ungleichung (5.4) in eine
Gleichung , wobei wegen (5.3) an z,,4; indirekt auch die Ganzzahligkeitsforderung gestellt
wird, kann zur Losung von P, die aus dem optimalen Simplextableau zur Basislosung z?
vorliegende kanonische Form wie folgt erweitert werden:

B, + Zyzyxj = Yio ’ i:17"'am
JEN
Tpt1 *+ Z(—Usj)l’j = U (5.5)
JjEN
Z + Zym+1,j$j = Ym+1,0
JEN

Da sich die Werte der Optimalitétsindikatoren der Nichtbasisvariable y,,11; > 0, j € N,
bei Einbindung der Schnittrestriktion nicht dndern, wird auch die erweiterte Basislésung
mit den Basisvariablen zp, i = 1,...,m, und x,1 als dual zulédssig erkannt. Sie ist aber
wegen x,.1 = —Uso < 0 nicht primal zuldssig. Damit kann zur Lésung von P, der duale
Simplexalgorithmus zum Einsatz kommen.

Fiir £ > 2 ergibt sich der folgende rekursive Losungsablauf:

e Ist die Aufgabe P, nicht 16sbar, dannn ist deren zuldssiger Bereich leer und es gilt
automatisch auch S = ().

e Ist die Aufgabe P, 16sbar und die Optimallosung ¥ von P, ganzzahlig, dann ist z*
eine Optimallosung der rein-ganzzahligen linearen Optimierungsaufgabe P.

o Ist die Aufgabe P, l6sbar und die Optimallésung z* von P, nicht ganzzahlig, dann
erfolgt die Bildung der Schnittmenge R(x*) und der Aufgabe Py, analog der vorlie-
genden Beschreibung fiir £ = 1.

Unter Verwendung einer lezikographischen dualen Simplexmethode [Pie70] kann die End-
lichkeit des skizzierten Verfahrens gezeigt werden. Leider ist das Verfahren gegen numeri-
sche Rundungsfehler anfillig.

Bemerkung 5.2

Die Aufgabe P, wird formal durch m + ¢ Gleichungssrestriktionen beschrieben. Streicht
man die im Verlauf des Verfahrens inaktiv werdenden Schnittrestriktionen, die dadurch
gekennzeichnet sind, dass die zugehorigen Schlupfvariable z,, . Basisvariable in der Opti-
mallosung 277! sind, dann verbleiben fiir die Aufgabe P,;; maximal n+1 Gleichungsrestrik-
tionen (siehe [Pie70]). Damit kann ein starkes Anwachsen der Zahl der zu verarbeitenden
Gleichungsrestriktionen verhindert werden.

Das Schnittebenenverfahren nach Gomory soll an einer kleinen aber markanten, in [Pie70]
behandelten Optimierungsaufgabe demonstriert werden.
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Beispiel 5.1
Gegeben ist die folgende rein ganzzahlige lineare Optimierungsaufgabe mit zwei Gleichungs-
restriktionen und vier Variablen:

z = ) — max
— 2%1 + 2372 + 3 = 1
7(131 — 2[['2 + Ty = 14

r; > 0, ganzzahlig, j=1,23,4

Fasst man die Variablen x3 und x4 als Schlupfvariable auf, so erkennt man, das die beiden
Gleichungen aus den Ungleichungen —2x; 4+ 2z, < 1 und 7x; — 2z9 < 14 entstanden
sind. Der folgende Losungsablauf kann also auch mit Hilfe einer graphischen Darstellung
nachvollzogen werden.

Die Bestimmung einer Optimallosung fiir P; erfolgt mit Hilfe der primalen Simplexmetho-
de, die in den néchsten drei Tabellen realisiert wird.

il To T3 T4 B

BV ¢cg| 0 1 0 0|5
r3 0 | —2 1 01
zy 0|7 -2 0 1|14
z 0 -1 0 010
xw 1[-1 1 5 03
zy, 0 0 1 11]15
z -1 0 4 0]3
z, 110 1 & L7171
v 01 0 & 113
7 1 7

Die letzte Tabelle beschreibt fiir P; die eindeutige Optimallésung mit den Werten z; = 3
und x, = % fiir die Basisvariable. Die Losung ist fiir die rein ganzzahlige lineare Optimie-
rungsaufgabe nicht zuléssig, da der Wert von z, nicht ganzzahlig ist.

Aus der zu x5 gehorigen Zeile der letzten Tabelle kann sofort mittels (5.4) die zum Schnitt

gehorige Restriktion
7 1 1

—ory — £y < =3

10 5 2

abgelesen werden. Fiir die graphische Veranschaulichung erhilt man aus der gewonnenen
Restriktion nach Elimination der Variablen z3 und x4 die Ungleichung x, < 3.

Die neue Aufgabe P, entsteht nun dadurch, dass die konstruierte Schnittrestriktion nach
Einfiihren der Schlupfvariable x5 der letzen Simplextabelle hinzugefiigt wird. Da diese
neue Basisvariable den negativen Wert x5 = —% annimmt, aber alle Optimalitatsindika-
toren nichtnegativ sind, kommt jetzt die duale Simplexmethode zum Einsatz. Nach einer
einzigen Transformation, bei der die Variable x5 zur Nichtbasisvariable wird und damit

die oben beschriebene Schnittrestriktion aktiv als Gleichung erfiillt wird, liegt bereits eine
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Optimallosung fiir die Aufgabe P, vor. Fiir diese Aufgabe ist sie allerdings nicht die einzige.
Die folgenden beiden Tabellen verdeutlichen den Verfahrensablauf.

r1 T2 T3 Ty T5 -
BV czg|0 1 0 0 0 |6b
xw 1[0 1 5 &+ 0|32
. 0|1 0 & & 0|3
x5 00 0 |—-%| -2 1 |—3
z o0 + & 03
5; -1 -1
z 1[0 1 0 0 1713
xn 0|1 0 o &+ 2|2
zz 00 0 1 2 W3
z 00 0 0 173
20

Die erzeugte Optimalldsung mit den Werten z; = =, o = 3 und z3 = % fiir die Basis-
variable ist nicht zuléssig fiir die Ausgangsaufgabe. Wahlt man Variable z; zur Bildung
der Schnittrestriktion aus, dann erhélt man aus der zugehorigen Zeile der letzten Tabelle
mittels (5.4) die Restriktion
1 2 < 6
—?374 — ?£L'5 ~ —? .

Fiir die graphische Veranschaulichung muss man die Variablen x4, und x5 eliminieren. Dar-
aus resultiert dann die Ungleichung x; < 2.

Nach Einfithren der Schlupfvariable xg kann die erzeugte Schnittrestriktion in das letzte
Simplextableau integriert werden. Damit ist formal die neue Aufgabe P; entstanden. Da die
neue Basisvariable den negativen Wert zg = —g besitzt, kommt abermals die duale Sim-
plexmethode zum Einsatz. Nach zwei Transformation, die in den folgenden drei Tabellen
dargestellt sind, liegt eine Optimallosung fiir die Aufgabe Pj vor.

1 T2 I3 Ty Ts Lg _

BV ¢g|0 1 0 0 0 0]b
z 1/0 1 0 0 1 0]3
z 01 0 0 LI 2 0|2
z3 010 0 1 2 =% 0]2
z 00 0 0 [-i] -2 1]-¢
z 000 0 1 0]3

5; 0 -1
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X1 To T3 T4 Tz Tg -
BV ¢cg|0 1 0 0 0 0/]5b
s 110 1 0 0 1 0]3
z, 01 0 0 0 0 1]2
x5 010 0 1 0 2 | -1
z, 00 0 O 1 2 —7|6
z 0 0 0 0 1 013

0; -3

w 110 1 45 0 0 1]2
z;, 0|1 0 0 0 0 1]2
x5 010 0 —3 0 1 173
z, 0/0 0 1 1 0 -5|5
z 0o 0 2 0 0 1]32

Zunéchst soll bemerkt werden, dass die Schlupfvariable x5 der zum ersten Schnitt gehorigen
Restriktion abermals Basisvariable, jetzt mit positivem Wert, geworden ist. Damit erkennt
man die Inaktivitéit der ersten Schnittrestriktion fiir die Aufgabe P3. Deshalb wird die zu
x5 gehorige Zeile und Spalte der letzten Tabelle geloscht, um die Zahl der zu verarbeiten-
den Restriktionen gering zu halten. Aus der jetzt vorliegenden Endtabelle kann auch die
eindeutige Optimallosung fiir P abgelesen werden.

Tr1 To9 T3 T4 Tg B

BV ¢g|0 1 0 0 0|0
xw 1[0 1 4 0 1]3
z1 01 0 0 0 1|2
gy 0]0 0 1 1 =55
2 0 0 5 0 1]2

Die Optimallosung mit den Werten xy = 2, 25 = g und x4 = 5 fiir die Basisvariable ist nicht

zulédssig fiir die Ausgangsaufgabe. Die einzige gebrochen Variable xy wird zur Bildung der
Schnittrestriktion herangezogen. Man erhélt aus der zugehorigen Zeile der letzten Tabelle

aus (5.4) die Restriktion
1 1
L lpa < 2
2" =)
Fiir die graphische Veranschaulichung muss die Variable x5 eliminiert werden. Damit ergibt

sich die Ungleichung — 2y + 22 < 0.

Nach Einfithrung der Schlupfvariable x; wird die Schnittrestriktion in das letzte Simplex-
tableau geschrieben. Die damit neue entstandene Aufgabe P; mit der wegen z; = —%
unzuléssigen Basislosung wird mit Hilfe des dualen Simplexalgorithmus gelost. Nach ei-
ner Transformation, die in den folgenden beiden Tabellen realisiert wird, liegt dann eine

Optimallosung fiir die Aufgabe P, vor.
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ry T2 T3 Xy Xg T7 |
BV ¢g|0 1 0 0 0 0D
w 1[0 1 5 0 1 0]3
z 0|1 0 0 0 1 0]2
z4 0|0 0O 1 1 =5 05
zz 010 0 |—=3] 0 0 1 |-2
z 0o 0 5 0 1 0]3:
5; —1
z, 1]0 1 0 0 1 172
x 0|1 0 0 0 1 0]2
zg 0|0 0O 0 1 =5 2|4
zz3 0[0 0 1 0 0 =-2|1
z 00 0 0 1 1]2

Die abzulesende Optimallésung von Py ist offenbar in allen Komponenten ganzzahlig. Da-
mit ist 7 = 2, 25 = 2 mit 2* = 2 auch eine Optimallésung der Ausgangsaufgabe.

Bemerkung 5.3

Aus (5.2) liasst sich eine naheliegende einfache Schnittbedingung ableiten. Um die nicht
zu Menge S gehorige Losung x! auszuschlieflen, aber alle anderen ganzzahligen Lésungen
beizubehalten, muss man nur die Erfillung der Ungleichung »° jen' @y = 1 fordern. Sie
definiert den sogenannten Dantzig-Schnitt. Bei Verwendung dieser Schnittbedingung kann
die Endlichkeit eines entsprechend konstruierten Algorithmus nicht gezeigt werden.

Ausdriicklich sei darauf hingewiesen, dass die in diesem Abschnitt besprochenen Schnitt-
bedingungen nur fiir rein ganzzahlige lineare Optimierungsaufgaben in Gleichungsform an-
wendbar sind. Fiir gemischt ganzzahlige lineare Optimierungsaufgaben in Gleichungsform,
in die jede ganzzahlige lineare Optimierungsaufgabe transformierbar ist, haben Schnittre-
striktion eine andere Gestalt.

Fiir eine gemischt ganzzahlige lineare Optimierungsaufgaben in Gleichungsform sei 2! eine
optimale Basislosung fiir die erste Teilaufgabe P;, bei der an die Basisvariable x g, die
Ganzzahligkeitsforderung gestellt wird, sie aber in der in (5.2) dargestellten Zeile s des
optimalen Simplextabeaus den nichtganzzahligen Wert y,, annimmt. Dann wird nur dieser
Wert yso mittels yso = uso + Vs0, Uso = |Yso| in zwei Zahlen zerlegt. Dafiir muss zusétzlich
die Menge N in die Mengen

N+:{j€N|ysj>O}’ N_:{j€N|y8j<O}

zerlegt werden. Eine mogliche Schnittbedingung hat dann die Gestalt

Vs
Z YsjTj + Z - (=Ysj) Tj > vs0 - (5.6)

1—w
JEN+ JEN- s0

Eine ausfiihrliche Begriindung kann zum Beispiel in [Bu72| nachlesen werden.
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Kapitel 6

Naherungsverfahren

Wegen der exponentiell von der Problemgrofle der Aufgabe abhéngigen Rechenzeit sind
schwierige Probleme der diskreten Optimierung ab einem gewissen Datenumfang fiir exak-
te Losungsverfahren kaum zugénglich. Deshalb wird man sich haufig mit Naherungslosun-
gen fiir diskrete Optimierungsprobleme zufrieden geben miissen, die aber wenigstens ein
giinstigeres Zeitverhalten aufweisen sollen.

Im Prinzip ist jede zuléssige Losung einer diskreten Optimierungsaufgabe auch eine Néhe-
rungslosung. Damit kann man einen Algorithmus A als Ndherungsverfahren fiir ein diskre-
tes Optimierungsproblem P bezeichnen, wenn er fiir jedes konkrete Beispiel nach endlich
vielen Schritten entweder eine zuléssige Losung liefert oder die Aussage ” Aufgabe unlosbar”
tatigt. Der Hinweis auf ein giinstigeres Zeitverhalten legt im Sinne der Komplexitétstheorie
nahe, vorrangig polynomiale Naherungsverfahren einzusetzen.

Ausfiihrliche Darstellungen zu Grundprinzipien heuristischer Losungsverfahren, die sich
in Eroffnungsverfahren und lokale Verbesserungsverfahren unterteilen lassen, letztere wie-
derum deterministisch oder stochastisch ablaufen kénnen, findet man in zum Beispiel
[BoGr93], [Iba87] oder [KoVy00].

6.1 Giite von Niherungsverfahren

Gegeben sei ein diskretes Optimierungsproblem P der Gestalt (1.1), welches fiir jedes kon-
krete Beispiel eine Optimallsung besitzen soll. Fiir den Spezialfall eines kombinatorischen
Optimierungsproblems war dies automatisch erfiillt. Die dabei zu minimierende Zielfunk-
tion kann auch durch eine zu maximierende Zielfunktion ersetzt werden.

Es sei A ein Algorithmus, der fiir jedes Beispiel p der diskreten Optimierungsaufgabe P
eine zuldssige Losung z(p) mit dem Zielfunktionswert f(z(p)) berechnet. Eine zugehorige
Optimallésung sei mit z*(p) und der zugehorige optimale Zielfunktionswert mit f(z*(p))
bezeichnet.

Definition 6.1
Ein Algorithmus A heif3t absoluter Niherungsalgorithmus mit Genauigkeit h, falls fiir jedes
Beispiel p von P die Ungleichung

| f(2(p)) = flz(p)) | < h
gilt.

65
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Das Konzept eines absoluten Naherungsalgorithmus bringt fiir diskrete Optimierungsauf-
gaben im Allgemeinen leider keinen Vorteil hinsichtlich des Zeitverhaltens des Nédherungs-
algorithmus. Dies lésst sich sehr schon am Beispiel des Rucksackproblems erldutern.

Beispiel 6.1
Gegeben sei das folgende im Abschnitt 2.2 eingefithrte Rucksackproblem:

n
Z = E Cjx; — max
7j=1

> g7 < G
j=1
z; € {0;1}, j=1,..,n

Alle Daten werden hier als positiv und ganzzahlig vorausgesetzt. Damit ist auch jeder
Zielfunktionswert einer zulédssigen Losung automatisch ganzzahlig.

Ein Beispiel p ist durch die Eingabe der Zahlen n und G sowie der beiden Zeilenvektoren
c' und g" gegeben. Formal wird der Datensatz mit p = (n,c’,g",G) beschrieben. Eine
Optimallosung fiir dieses Beispiel sei mit z*(p) bezeichnet.

Die Bestimmung einer Néherungslosung mit einer vorgegebenen absoluten Genauigkeit
h > 1 hinsichtlich der Abweichung vom maximalen Zielfunktionswert entspricht dann der
Suche einer Losung des folgenden Ungleichungssystems in bindren Variablen:

n n

*
g cjxj—g cixy < h
Jj=1 Jj=1

> giv < G
j=1
z; € {0;1}, j=1,...n

Angenommen, es gibt einen polynomialen Algorithmus A zur Losung dieses Problems.
Dieser erzeugt dann fiir den Datensatz p = (n,c¢',g", G) in Polynomialzeit eine zuliissige
Losung x(p) mit c'z*(p) — c"z(p) < h.

Ein weiterer Datensatz p unterscheide sich vom Datensatz p nur dadurch, dass alle Ziel-
funktionskoeffizienten mit dem Faktor h + 1 multipliziert werden. Dann besitzt die Auf-
gabe p = (n,(h + 1)c",g", G) natiirlich auch die Optimallssung z*(p). Der Algorithmus
A erzeugt auch fiir die Aufgabe p in Polynomialzeit eine zulédssige Losung, die mit Z(p)
bezeichnet wird. Folglich gilt (b + 1)c"2*(p) — (h+ 1)c"Z(p) < h. Daraus folgt aber sofort
clz*(p) —c'i(p) < hLH < 1. Wegen der vorausgesetzten Ganzzahligkeit aller Daten muss
dann schiirfer ¢"2*(p) — ¢"Z(p) = 0 gelten, womit Z(p) fiir den Datensatz p eine Opti-
mallésung des Rucksackproblems ist. Damit wiirde der Algorithmus A in Polynomialzeit
bei Verwendung der dquivalenten mit h + 1 multiplizierten Zielfunktion stets eine Op-
timallosung des Rucksackproblems unter der oben genannten Voraussetzungen erzeugen.
Das Rucksackproblem gehoért aber zur Klasse der N'P-schweren Optimierungsprobleme.
Folglich sind polynomiale Algorithmen zur Bestimmung einer Optimallésung derzeit nicht
bekannt.
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Fiir die Betrachtung relativer Fehlerschranken wird vorausgesetzt, dass fiir jedes Beispiel
p der zu betrachtenden losbaren diskreten Optimierungsprobleme P stets f(z(p)) > 0 und
damit auch f(z*(p)) > 0 gilt.

Definition 6.2
Ein Algorithmus A heif3t relativer Naherungsalgorithmus mit Genauigkeit h, falls fiir jedes
Beispiel p von P die Ungleichung

1< M < h fiir Minimierungsprobleme
f(a(p))
beziehungsweise
h < f(x*(p)) <1 fiir Maximierungsprobleme
f(ax(p))
gilt.

Wihlt man fiir diskrete Optimierungsprobleme mit zu minimierender Zielfunktion h = 14-¢
und fiir Maximierungsprobleme h = 1 —¢ jeweils mit 0 < £ < 1, dann erhélt man in beiden
Féllen die Charakterisierung von e-optimalen Nédherungsalgorithmen. Dies entspricht der
nachfolgenden Definition.

Definition 6.3
Ein Algorithmus A heiflt e-optimaler Naherungsalgorithmus mit Genauigkeit e, falls fiir
jedes Beispiel p von P die Ungleichung

gilt.

Fiir die néchste Definition wird die Abhéngigkeit eines Ndherungsalgorithmus A fiir das
diskrete Optimierungsproblem P vom Parameter ¢ betrachtet.

Definition 6.4
Ein Algorithmus A(e) heiBt Ndiherungsschema, wenn fiir jedes € € (0;1) durch den Algo-
rithmus A(e) ein e-optimaler Algorithmus erzeugt wird.

Fiir ein Ndherungsschema A(e) hat man zwei wesentliche Eingabegroien. Dies ist zum
einen der bendtigte Speicherplatz s(p) fiir ein Beispiel des zu betrachtenden diskreten
Optimierungsproblems P und zum anderen die vorzugebende Genauigkeit e.

Definition 6.5
Das Niaherungsschema A(e) heit polynomial, wenn das Zeitverhalten der zugehorigen e-
optimalen Algorithmen fiir jedes € € (0;1) polynomial in Abhéngigkeit der Eingabeldnge

s(p) ist.

Fiir ein so definiertes polynomiales Ndherungsschema A(e) kann die Rechenzeit durchaus
exponentiell anwachsen, wenn man das Zeitverhalten in Abhéngigkeit von der Genauigkeit,
also der wachsenden Grofie % betrachtet.
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Definition 6.6
Ein polynomiales Naherungsschema A(e) heifit vollstindig polynomial, wenn das Zeitver-
halten in Abhéngigkeit vom Aufwand e polynomial in der Grofie % ist.

Wenn fiir ein N'P-schweres diskretes Optimierungsproblem ein vollstindig polynomiales
Néherungsschema existiert, dann sind die zu konstruierenden e-optimalen Algorithmen
meist sehr anspruchsvoll und benétigen oft einen erhohten Speicherplatzaufwand, um die
Polynomialitat in % zu garantieren.

6.2 Greedy-Algorithmen

Im Abschnitt 1 wurde in (1.2) eine kombinatorische Optimierungsaufgabe mit Hilfe ei-
nes Mengensystems formuliert. Eine verniinftige ndherungsweise oder exakte Losung eines
solchen Problems erfordern spezielle Strukturen fiir ein derartiges Mengensystem.

Gegeben sei die Grundmenge N = {1,...,n}. Mit F sei eine Familie von Teilmengen von
N bezeichnet. Fiir ein solches Mengensystem gilt F C Pot(N).

Definition 6.7
Ein Mengensystem Fyy C Pot(N) heifit Unabhingigkeitssystem auf der Grundmenge N,
wenn die Bedingungen

.@E.FU
e Ke FyNLCK = LeFy

erfillt sind.

Die zweite Bedingung verlangt, das mit jeder Menge F' aus dem Unabhingigkeitssystems
Fu auch alle ihre Teilmengen zu diesem Unabhéngigkeitssystem gehoren. Man spricht
deshalb auch von einem sogenannten monotonen Mengensystem.

Bemerkung 6.1

Die Mengen F' aus einem Unabhéngigkeitssystem JFy; werden unabhdngige Mengen genannt.
Die iibrigen Teilmengen F' € Pot(N) \ Fy bezeichnet man als abhéngige Mengen.

Eine unabhéngige Menge F' heifit mazimal, wenn F U {k} & Fy fir alle k € N \ F gilt.
Eine maximal unabhéngige Menge ist also keine echte Teilmenge einer anderen Menge aus
dem Unabhéngigkeitssystem.

Gegeben seien ein Unabhéngigkeitssystem JFy und Zahlen ¢, j € N. Eine Teilmenge
[ C N erhilt iiblicherweise die Bewertung c(F) = >, ¢;.

Die Bestimmung einer Menge F* aus dem Unabhéngigkeitssystem Fi;, so dass ¢(F™*) maxi-
mal ist, heifit Maximierungsproblem tber einem Unabhdingigkeitssystem und kann wie folgt
notiert werden:

¢(F) — max

6.1
Fe Fy ( )
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Bei Maximierungsproblemen iiber Unabhéngigkeitssystemen lassen sich Indizes j mit nicht-
positiver Bewertung c; eliminieren:

Einer belichige Menge F' € Fyy, F # 0, wird die Menge F' = F\{j € N |¢; < 0} zugeordnet.
Es gilt F' € Fy und ¢(F) > ¢(F), womit F zulissig und beziiglich des Zielkriteriums nicht
schlechter als F' ist. Folglich kann eine derartige Menge F' aus dem Optimierungsprozess
ausgeschlossen werden.

Gilt ¢; > 0, j € N, dann liefert das Maximierungsproblemen {iber Unabhéngigkeitssyste-
men stets eine maximale unabhingige Menge F'™.

Beispiel 6.2
Das Rucksackproblem

n
Z = E Cjx; — max
7j=1

E gir; < G
i=1
z; € {0;1}, j=1,..,n

ist ein Maximierungsproblem iiber einem Unabhéngigkeitssystem. Vorausgesetzt wird die
Positvitat aller Daten.

Die Grundmenge N = {1,2,...,n} entspricht der Nummerierung der Gegensténde, die
eingepackt werden konnen.
Eine zuléassige Losung x wird durch eine Menge F' mittels der Zuordnung

rj=1l<=j€F,j=1,..,n

beschrieben. Damit sind die Diskretheitsforderungen an = beriicksichtigt.

Die Zuléssigkeit hinsichtlich der Kapazitatsgrenze G wird durch

FGFU;)g(F):Zgng
JEF
geregelt.

Das so beschriebene Mengensystem Fy; erfiillt die beiden Bedingungen an ein Unabhéngig-
keitssystem. Offensichtlich gilt () € Fy7, denn der Vektor x = 0 ist wegen G > 0 zuléssig.
Fiir eine Menge F' € Fy mit F # ) gilt g(F) < G. Wegen der Positivitdt der Gewichte g;
gilt fiir jede Teilmenge L C F auch g(L) = Z]EL g; < ZjGF g; < G. Damit gilt L € Fy.
Der Zielfunktionswert einer zuléssigen Losung x des Rucksackproblems wird mit Hilfe der
Mengenzuordnung durch

n

z(x):chxj:ch = ¢(F)

j=1 jEF

erfasst. Wegen der Positivitdt des Nutzenskoeffizienten c; ist eine unabhéngige Menge, die
nicht maximal ist, keine Optimallosung des Rucksackproblems.
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Unabhéngigkeitssysteme sind recht allgemeine mathematische Objekte, hinter denen sich
aber viele konkrete Anwendungen verbergen. Fiir die Formulierung tiefgreifenderer mathe-
matischer Aussagen sind an die Unabhéngigkeitssysteme allerdings noch weitere einschnei-
dende Forderungen notwendig.

Definition 6.8
Ein Mengensystem Fy; C Pot(N) heiit Matroid auf der Grundmenge N, wenn Fj; ein
Unabhéngigkeitssystem ist und die Bedingung

KeFy ANLEFy A|K|=|L|+1 = 3FpeK\L:LU{p}eFu
erfiillt ist.

Die zusétzliche Forderung an ein Unabhéngigkeitssystem verlangt, dass in einer Menge
K € Fy, deren Machtigkeit um eins grofler als die Méchtigkeit einer Menge L € F); ist,
stets ein nicht zu L gehdérender Index p existieren muss, so dass die um p erweiterte Menge
L auch zu Fy; gehort.

Beispiel 6.3

Es sei N = {1,...,n} eine Grundmenge und Ny, ..., N; eine Partition dieser Grundmen-
ge. Damit gilt N = Ule N;iund N,NN, =0,p,qg =1,....k,p # q. Desweiteren sind
nichtnegative ganze Zahlen by, ..., by gegeben. Das Mengensystem

Fpuy={FCN | |[FNN|<b;,i=1,....k}

ist ein Matroid und wird Partitionsmatroid genannt.

Durch die Bedingung |F' N N;| < b; ist garantiert, dass jede Menge F' € Fpys hochstens b;
Elemente aus der Menge N; enhélt.

Fir n =5, Ny = {1,2}, Ny = {3,4}, N3 = {5,6}, by = 1, by = 0 und b3 = 2 erhdlt man
das Matroid

Feur =1{0,{1},{2},{5},{6},{1,5},{1,6},{2,5},{2,6},{5,6},{1,5,6},{2,5,6}}.

Es gibt einen einfachen theoretischen Zusammenhang zur Darstellung eines Unabhéngig-
keitssystems mit Hilfe von Matroiden.

Satz 6.1
Ist Fyy ein Unabhéngigkeitssystem auf der Grundmenge N, dann gibt es endlich viele
Matroide Fyy,,...,Far,, Uber der gleichen Grundmenge N, so dass

l
Fo=()Fm
k=1

gilt.

In konkreten Féllen kann die Zahl der fiir die Beschreibung eines Unabhéngigkeitssystems
notwendigen Matroide recht hoch sein.
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Im Folgenden wird fiir das Maximierungsproblem (6.1) iiber dem Unabhéngigkeitssystem
Fu ein simples Naherungsverfahren beschrieben, das im Falle des Vorliegens eines Matroids
sogar eine Optimallosung erzeugt. Es ist ein Verfahren, dass ausgehend von der leeren
Menge in jedem Schritt nach der grofftmoglichen Verbesserung des Zielfunktionswertes der
bis dahin vorliegenden Teillosung trachtet. Deshalb wird dieses Verfahren als greedy oder
myophisch (gierig, kurzsichtig) bezeichnet.

Greedy-Algorithmus fiir Maximierungsprobleme {iber Unabhéngigkeitssysteme

1. Sortiere die Bewertungen in nichtaufsteigender Reihenfolge ¢; > ¢o > ... > ¢,.
Setze Fg =0 und j = 1.

2. Im Falle ¢; < 0 endet der Algorithmus.
Gilt F, U{j} € Fy, dann setze F, := F, U {j}.

3. Fiir j = n endet der Algorithmus.
Anderenfalls setze j := 7 + 1 und gehe zu Schritt 2.

Der Greedy-Algorithmus durchléuft nach der Sortierung jedes Element j € N mit ¢; > 0
genau einmal. Dabei wird der Index j entweder in die Greedy-Losung aufgenommen oder
fiir immer verworfen.

Satz 6.2

Es sei Fyy ein System unabhéngiger Mengen iiber der Grundmenge N, F, die mit dem
Greedy-Algorithmus erzeugte Naherungslosung und F™* eine Optimallosung des Maximie-
rungsproblems (6.1). Dann ist Fy genau dann ein Matroid iiber der Grundmenge N, wenn
c(F,) = c(F™) fiir alle rellen Bewertungen ¢;, j = 1,...,n, gilt.

Fiir ein Maximierungsproblem iiber einem Matroid liefert die erzeugte Greedy-Losung au-
tomatisch eine gesuchte Optimalldsung.

Beispiel 6.4
Gegeben sei die Grundmenge N = {1;2;3;4; 5} mit Bewertung ¢; > ¢o > ¢3 > ¢4 > 0 > ¢;.

o Mit Fry = {0, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {1,2},{1,3},{1,4},{3,4},{1,3,4}} ist ein Un-
abhéngigkeitssystem, aber kein Matroid gegeben. Der Greedy-Algorithmus erzeugt
die Naherungslosung F, = {1,2}. In Abhéngigkeit von der konkreten Bewertung gilt
fir die Optimallosung F* die Beziehung F* € {{1,2},{1,3,4}}. Fiir ¢co = ¢3+¢4 sind
beide Mengen optimal. Im Fall ¢; > ¢35 + ¢4 stimmt die erzeugte Greedy-Losung mit
der einzigen Optimallésung iibereinein. Auch wenn kein Matroid vorliegt, kann die
Greedy-Losung fiir bestimmte Bewertungen den besten Zielfunktionswert realisieren.
Dies gilt aber nicht fiir alle moglichen Bewertungen, hier nicht fiir ¢ < ¢35 + ¢4.

e Fiir das Matroid Fyy = {F' | FF C N A |F| < 3} erzeugt der Greedy-Algorithmus die
Optimallésung F* = F, = {1;2; 3}.

e Das Mengensystem F = {0}, {5},{1,2,3,4},{1,2,3,4,5}} ist kein Unabhéngigkeits-
system. Wendet man trotzdem den Greedy-Algortihmus an, so erhélt man die Losung
F, = ( mit ¢(F,) = 0. Damit wird der Optimalwert ¢({1,2,3,4}) =¢; +ca + ¢35+ ¢4
weit verfehlt.
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Viele diskrete Optimierungsmodelle werden mit Hilfe von Variablen beschrieben. Beziiglich
dieser Modelle lasst sich das Grundprinzip des Greedy-Algorithmus als spezielles Suchver-
fahren wie folgt abwandeln:

Gegeben ist ein Teilproblem einer diskreten Optimierungsaufgabe in den Va-
riablen xy, ..., x,, bei dem k Variable fixiert und die restlichen n — k Variable
noch frei wahlbar sind. Man bestimmt diejenige freie Variable z;, die lokal die
Zielfunktion in einem Schritt optimal verbessert und legt dann ihren Wert un-
ter Beachtung der einzuhaltenden Restriktionen fest. Anschliefend betrachtet
man das Teilproblem mit nur noch n — k — 1 freien Variablen.

Als Beispiel eines so formulierten Greedy-Algorithmus fiir zu minimierende Zielfunktionen
kann auch die Bestimmung eines ersten Transportplans fiir das klassische Transportproblem
nach der Gesamtminimumregel aufgefasst werden.

6.3 Niherungsverfahren fiir das Rucksackproblem

Das bereits mehrfach angesprochene Rucksackproblem RSP
zZ = Z CiT; — max
j=1

> 97 < G
j=1
z; € {0;1}, j=1,..n

gehort trotz seiner einfachen Modellierung zur Klasse der schwer 16sbaren Optimierungspro-
bleme. Mit Hilfe der dynamischen Optimierung kann ein pseudopolynomialer Algorithmus
zu seiner exakten Losung angegeben werden. An dieser Stelle sollen konkrete Néherungs-
verfahren beschrieben und bewertet werden. Ausfiihrliche Darstellungen findet man in den
beiden Monographien [MaTo90] und [KeP{Pi04].

Generell kann fiir Rucksackproblem ¢; >0, g; >0, g; <G, j=1,...,n, und Z?Zl g; > G
vorausgesetzt werden. Oft nimmt man auch die Ganzzahligkeit alle bendtigten Zahlen an.

Fiir die zu beschreibenden Naherungsverfahren wird es sich als als giinstig erweisen, die
Variablen und damit die zu betrachtenden Gegenstéinde so durchzunummerieren, dass

as25 & (6.2)
g1 92 9n
gilt. Hier werden die Gegenstéinde intuitiv nach ihrer “Effektivitdt”, also dem Verhé&ltnis

von Nutzen zu Aufwand (Gewicht) sortiert. Diese Sortierung wird auch die Basis fiir den
zu beschreibenden Greedy-Algorithmus sein.

Generell hat man durch die vorzunehmende Sortierung in Abhéngigkeit von der Dimension
n grundsétzlich einen Mindestaufwand von O(nlogn) bei kiinftigen Aufwandsbetrachtun-
gen zu beriicksichtigen.



6.3. NAHERUNGSVERFAHREN FUR DAS RUCKSACKPROBLEM 73

Einen niitzlichen Einblick in die Struktur des Rucksackproblems liefert die zugehérige steti-
ge Relazation. Gleichzeitig wird auch die Bedeutung der vorgeschlagenen Quotientensortie-
rung einsichtig. Die Forderungen x; € {0;1}, j = 1, ..., n, werden durch die Beschrénkungen
0<uz; <1,j=1,..,n, ersetzt. Man geht formal von einer beliebigen Teilbarkeit eines
jeden Gegenstandes aus. Die Relaxation LP des Rucksackproblems wird durch die folgende
lineare Optimierungsaufgabe beschrieben:

n
zZ = E CiT; — max
7j=1

Zgj T < G
j=1

0 <z < 1, j=1..,n

(6.3)

Liegt die in (6.2) vorgeschlagene Sortierung bereits vor, dann kann man sofort eine Op-
timallosung 2" und den zugehoérigen Optimalwert z2F der stetigen Relaxation angeben.
Dazu muss schrittweise jede Variable in Reihenfolge ihrer Sortierung so grofi wie moglich
gewihlt werden. Dies entspricht der Ubertragung der Idee des Greedy-Verfahrens auf die
stetige Relaxation des Rucksackproblems.

Dazu ist nur der sogenannte Split-Index s € {2,...,n} zu bestimmen, fiir den

s—1 s
ZQJSG A Zgj>G (64)
j=1 j=1

gilt. Er trennt die Variablenmengen, die ihren Wert fiir eine Optimallésung an der oberen
beziehungsweise unteren Schranke annehmen werden.

Satz 6.3
Eine Optimallosung z"" der stetigen Relaxation (6.3) des Rucksackproblems unter der
Voraussetzung (6.2) ist durch die Vorschrift

x]LP = 1, j=1..,5—-1
1 s—1

o= — (G- g
9s —

i’ =0, j=s+1,..,n

gegeben. Fiir den zugehorigen optimalen Zielfunktionswert gilt

s—1

s—1
zLP:ch—i-%(G—Zgj) .
S jzl

=1

Unter Beachtung der notwendigen Sortierung betréigt der Aufwand zur Bestimmung des
Split-Index s und der damit moglichen Darstellung einer Optimallosung O(nlogn). An
dieser Stelle soll nur bemerkt werden, dass es zum Bestimmen des Split-Index s auch einen
Algorithmus mit Aufwand O(n) gibt, der demzufolge ohne Sortierung auskommt. Hier sei
auf die Beschreibung in [KePfPi04] verwiesen.
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Es sei x* eine Optimallosung des Rucksackproblems und z* der zugehorige Optimalwert.
Dann gilt auf Grund der vorgenommenen Relaxation stets z* < z*¥. Die bestimmte Op-
timallosung %" der stetigen Relaxation LP besitzt hochstens eine Komponente, die nicht
ganzzahlig ist. Fiir diese Komponente s gilt 0 < 2L < 1. Im Falle 227 = 0 ist 2 eine
zuléssige und damit auch optimale Losung des Rucksackproblems.

Bemerkung 6.2

Gilt 0 < 2L < 1, dann erhiilt man aus der Optimallosung 2% der stetigen Relaxation
des Rucksackproblems auf einfache Weise eine Naherungslosung fiir das Rucksackproblem,
indem man der Variablen z, den Wert Null zuweist. Die so entstandene Naherungslésung
29 mit den Variablenwerten z7° = 1,j = 1,..,s =1, 2] = 0, j = s,..,n, und dem

Zielfunktionswert 29° = 25—1

=1 ¢; wird als Greedy-Split-Losung bezeichnet.

Der eigentliche Greedy-Algorithmus versucht nur noch, ausgehend von der Greedy-Split-
Losung 29, bei der bereits die ersten s — 1 Gegenstéinde eingepackt wurden und der Ge-
genstand s als erster die Restkapazitit G — ij g; iberschreitet, weitere Gegenstinde
mit Nummer j € {s+ 1,...,n} unter Beachtung der Restkapazitit zu beriicksichtigen.

Greedy-Algorithmus fiir das Rucksackproblem

1. Sortiere die Gegenstédnde nach ihrer Effektivitéit (6.2).
Setze af := a3 = ...:.=29 :=0,29:=0, Gg:= G und j := 1.

2. Gilt g; < G, dann setze x§ := 1, G := Gr — g; und 29 := 29 +¢;

3. Fiir j = n endet der Algorithmus.
Anderenfalls setze j := j + 1 und gehe zu Schritt 2.

Da die anfingliche Sortierung fiir den Greedy-Algorithmus zwingend notwendig ist und
die Entscheidung iiber die Wertzuweisung der Variablen in linearer Zeit ablduft, kann der
entstehende Aufwand O(nlogn) nicht reduziert werden.

Der hier formulierte Greedy-Algorithmus liefert neben der Greedy-Losung x9 mit Ziel-
funktionswert z9 auch die noch verbleibende, nicht mehr nutzbare Restkapazitit G zur
Information. Bei der Realisierung des Greedy-Algorithmus wird der Split-Index nicht ex-
plizit ermittelt. Er ldsst sich aber leicht bestimmen. Es ist derjenige Index s, bei dem zum
ersten Mal wihrend des Verfahrens die zu testende Ungleichung “g; < G'r ?” nicht erfiillt
ist. Damit gilt s = min{j € {1,...,n} |z = 0} und die Greedy-Split-Lésung z9° ist damit
verifiziert.

Beispiel 6.5
Gegeben sei ein Rucksackproblem mit 7 Gegenstdnden und einer Kapazitdt G = 22. Die
einzelnen Bewertungen und Gewichte sind der folgenden Tabelle zu entnehmen:

i1 2 3 4 5 6 7
¢; [11 12 14 10 17 3 4
g; |4 5 7 8 15 3 5

Die vorgegebene Nummerierung entspricht bereits der benétigten Quotientensortierung.



6.3. NAHERUNGSVERFAHREN FUR DAS RUCKSACKPROBLEM 75

Der Greedy-Algorithmus liefert die Losung o] = 2§ =25 =1, 2] =2 =0,2 =1,29 =0
mit Zielfunktionswert 29 = 40. Die Restkapazitit betragt Gr = 3 Einheiten.

Mit dem Split-Index s = 4 erhidlt man die Greedy-Split-Losung z{° = 23° = 2§° = 1,
] = a2’ = 2’ = 29" = 0 mit Zielfunktionswert z9° = 37 und einer Restkapazitidt von
6 Einheiten.

Wegen der relativ hohen Restkapazitit ist der Abstand zum optimalen Zielfunktionswert
der stetigen Relaxation recht hoch. Er ergibt sich aus der Losung zif = 24 = 2IP =1,
aif =3 olP = 2lP = 2" = 0 und liefert den Zielfunktionswert z-* = 441.

Die Optimallésung des Rucksackproblems lautet 27 = a5 = 23 = 1, 2} = 2} = 25 = 0,
x5 = 1. Der optimale Zielfunktionswert betrdgt z* = 41 bei einer Restkapazitdt von nur
einer Einheit.

Damit ergibt sich bei diesem Beispiel ein relative Fehler von j—i = 00,9756, oder anders
ausgedriickt ZZ;Zg = 0,0244.

Wendet man fiir dieses Beispiel den Greedy-Algorithmus bei Sortierung nur nach den Ziel-
funktionskoeffizienten c5 > ¢35 > ¢o > ¢; > ¢4 > ¢7 > ¢ an, dann erhélt man die wesentlich
schlechtere Naherung x5 = x3 = 1, o = 1 = x4 = 17 = ¢ = 0 mit Zielfunktionswert
z = 31. Dabei ist der Rucksack voll ausgelastet.

Die Zielfunktionswerte z9° und 29 der angegebenen N&aherungslosungen und die Optimal-
werte z* und """ des Rucksackproblems und seiner stetigen Relaxation erfiillen die folgen-
den Ungleichungen:

295 < 29 < < AP 295 p e < 29 4 ey

Damit kann fiir den absoluten Fehler der Greedy-Losung als auch der Greedy-Split-Losung
die Abschétzung

=<2 < 6.5
- S

angegeben werden.

Das folgende pathologische Beispiel zeigt, dass die Genauigkeit h im Sinne eines relativen
Néherungsalgorithmus gegen Null gehen kann und damit kein e-optimaler Algorithmus mit
Genauigkeit ¢ < 1 vorliegt.

Die Kapazitit eines Rucksackes betrage G = M, wobei M > 2 eine hinreichend grofie Zahl
sei. Fiir zwei zu betrachtende Gegenstiande gelte ¢; =2, gy = 1 und ¢, = go = M.

Der Greedy-Algorithmus liefert die Nidherung x{ = 1, 2§ = 0 mit Zielfunktionswert 29 = 2.

Die Optimallosung lautet 7 = 0, 5 = 1 mit Optimalwert z* = M.
. . 29 2 AR 29 2
Fiir M — oo erhélt man — = — — 0 und damit =1-—=1-——=1.
2z M z* z* M
Auflerdem wird auch der absolute Fehler z* — 29 = M — 2 beliebig grof.

Das pathologische Beispiel gibt aber auch einen entscheidenden Hinweis: Das Einpacken
eines einzelnen Gegenstandes mit hohem Nutzen, aber gleichzeitig hohem Gewicht kann
eine Optimallésung eines konkreten Rucksackproblems darstellen.

Das Beriicksichtigen allein dieser Tatsache fiihrt bei der nachfolgenden Erweiterung des
Greedy-Algorithmus zu wesentlich giinstigeren Aussagen.
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Erweiterter Greedy-Algorithmus fiir das Rucksackproblem

1. Bestimme die Greedy-Losung z¢ und deren Zielfunktionswert z9.

2. Bestimme eine Losung 2 mit 7, =1, 2, =0, j=1,...,n, 7 # ¢,
und ¢, = max c;.
7j=1,...n
3. Gilt ¢; < 29, dann setze 2% := 29 und 2% = 29.
Gilt ¢, > 27, dann setze z%9 := & und 2% = ¢,.
q ) q

Der Aufwand gegeniiber dem Greedy-Algorithmus erhoht sich nicht wesentlich. Zur Bestim-
mung des Wertes 2% = max{z9, ¢,} muss nur der gréfite Zielfunktionskoeffizient gesucht
werden. Dies ist in linearer Zeit moglich.

Aus (6.5) und Schritt 3 des erweiterten Greedy-Algorithmus erhélt man die Abschéitzung

< te, <29+ max ¢ < 299 + 299 = 2299,
j=1,...n

Damit ergibt sich fiir den schlechtesten Fall eine verbesserte untere Schranke Z;g > % fiir

den relativen Fehler gegeniiber dem gewohnlichen Greedy-Algorithmus.

Satz 6.4
Der erweiterte Greedy-Algorithmus fiir das Rucksackproblem ist ein e-optimaler Algorith-
mus mit der Genauigkeit ¢ = %

1

Der Aussage des Satzes ist so zu interpretieren, dass die angegebene Fehlerschranke ¢ = 3

asymptotisch angenommen wird.

Ein passendes Beispiel kleinster Dimension wird durch den Datensatz n = 3, G = 2M,
c1=2,91=1,¢c =9 =M, c3 = g3 = M realisiert, wobei M > 2 eine hinreichend grofle
Zahl ist. Der erweiterte Greedy-Algorithmus wahlt die durch den Greedy-Algorithmus be-
stimmte Niherungslosung 279 = x5 = 1, 257 = 0 mit dem Zielfunktionswert 2% = M + 2
aus. Die Optimallésung lautet x7 = 0, 5 = 25 = 1. Der zugehorige Optimalwert ist
z* =2M. Fiir M — oo kommt man der Fehlerschranke ¢ = % von unten beliebig nahe.

Ausgangspunkt fiir die Konstruktion eines Niaherungsschemas in Abhéngigkeit von einer
zu erreichenden Genauigkeit € ist die Einbeziehung aller Teilmengen L mit maximal [ Ge-
genstdnden aus der Menge N = {1,...,n} und die Auswertung der daraus mit geringem
Aufwand erzeugbaren Néherungslosungen. Die Wahl der Zahl [ hangt direkt von der Vor-
gabe der Fehlerschranke ¢ ab. Sinnvollerweise sollte ¢ < % gewdhlt werden, da man fiir
€= % mit dem erweiterte Greedy-Algorithmus bereits einen schnellen Naherungsalgorith-
mus kennt.

In der folgenden Konstruktion eines Naherungsschemas werden zuerst alle Teilmengen
L C N mit weniger als [ Gegensténden betrachtet. Realisiert eine Teilmenge L eine zuléssi-
ge Losung des Rucksackproblems, dann wird sie gespeichert, falls sie den bisher besten
Zielfunktionswert besitzt. Teilmengen L mit weniger als [ Gegenstdnden werden nicht ver-
vollstdndigt, auch wenn theoretisch noch Platz fiir weitere Gegenstinde wére.
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Anschlieflend werden alle Teilmengen L C N mit genau [ Gegenstédnden betrachtet. Wenn
durch L die Kapazitéit des Rucksackes noch nicht iiberschritten wurde, dann werden weitere
noch nicht beriicksichtigte Gegensténde aus einer Teilmenge der Menge N \ L mit Hilfe
des erweiterten Greedy-Algorithmus ausgewéhlt. Hat man auf diese Weise eine zuléssige
Losung mit bisher bestem Zielfunktionswert erzeugt, so wird sie gespeichert.

Néherungsschema A(e) fiir das Rucksackproblem

1
1. Setzel::min{[——‘ —2,n},x;‘ =0,j7€N,und 24:=0.
€

2. Fiir alle Teilmengen L C N mit |L| < [ wird folgende Anweisung ausgefiihrt:
Gilt Zgj < G und ch > 24
jeL jeL
dann setze xf =1,5€L, xf :=0,7€ N\ L und 24 ::ch.
jEL
3. Fiir alle Teilmengen L C N mit |L| = und Zgj <d
jeL
werden die folgenden Schritte realisiert:
(a) Setze G, ::G—Zgj und Ny :={j e N\ L|¢ gr’?i?ck/\gj <Gr}.
€
jeL
Fiir N = ) wird 2l := 0 gesetzt und nur Schritt (c) ausgefiihrt.
(b) Erzeuge mit dem erweiterten Greedy-Algorithmus fiir das Rucksackproblem

mit der Gegenstandsmenge Ny, und der Kapazitidt G eine Ndherungslosung
z¥, j € Ny, und deren Zielfunktionswert z* .

(c) Gilt zL+ch>zA,
jEL
dannsetze:rj-‘::xf,jENL,xj‘::1,j€L,x3-4::0,j€N\(LUNL),
A._ L
und 2”7 =z —I—ch.

JeL

Die Verwendung der eingeschrinkten Teilmenge N, gegeniiber der Menge N \ L der theo-
retisch noch integrierbaren Gegensténde im Schritt 3(a) des Ndherungsschemas verhindert
im Falle der Verschiedenheit aller Zielfunktionskoeffizienten die sonst moégliche mehrfache
Erzeugung einer gleichen Néherungslosung aus unterschiedlichen Mengen L. Gleichzeitig
werden Gegensténde mit zu groem Gewicht hinsichtlich der Restkapazitat G aussortiert.

Satz 6.5
Das Néaherungsschema A(e) fir das Rucksackproblem erzeugt fiir jedes € € (0
polynomialen e-optimalen Algorithmus.

1

;5) einen

Bei einer cleveren Implementation des Naherungsschemas lasst sich der Aufwand auf die
Grofenordnung O(n!) reduzieren ([KePfPi04]).
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Das Néaherungsschema A(e) ist kein vollstandig polynomiales Naherungsschema. Der Auf-
wand wéchst ins Unermessliche, wenn sowohl die Zahl n als auch die Zahl % wéchst, das
heiffit wenn man fiir Rucksackprobleme mit sehr vielen Gegenstdnden immer genauere Néhe-
rungslosungen haben moéchte. Dennoch gibt es vollstdndig polynomiale Ndherungsschema-
ta. Thre Konstruktion ist sehr aufwendig. Auch hier sei auf [KePfPi04] verwiesen.

Einen noch vertretbaren Aufwand hinsichtlich der Rechenzeit fiir Rucksackprobleme mit

sehr vielen Gegensténden erreicht man, wenn nur Teilmengen L mit héchstens zwei Elemen-

ten auswertet werden. Fiir [ = 2 ldsst sich mit den Naherungsschema A(e) ein e-optimaler
1

Algorithmus mit Genauigkeit € = 7 erreichen. Das Vorgehen des Néherungsschemas soll

fiir diesen Fall an Hand eines kleinen Beispiels skizziert werden.

Beispiel 6.6

Gegeben sei ein Rucksackproblem mit 6 Gegenstédnden. Die Kapazitiatsschranke betrage
G = 96 Einheiten. Die einzelnen Bewertungen und Gewichte sind in der folgenden Tabelle
bereits hinsichtlich der notwendigen Quotientensortierung angeordnet:

j]1 2 3 4 5 6
¢; |2 22 23 27 28 29
g;i |1 21 22 26 27 49

Die eindeutige Optimallosung lautet 27 = 0, 25 = 25 = 2} = 27 = 1, 25 = 0. Der maximale
Nutzen betrigt z* = 100 und der Rucksack ist voll gepackt.

Es soll jetzt eine Nidherungslosung mit Fehlerschranke ¢ = % mit Hilfe des beschriebenen
Néherungsschemas bestimmt werden. Damit wird die Erzeugung einer Naherungslosung
2 mit Zielfunktionswert 24 > 75 garantiert. Die Anwendung des gewohnlichen Greedy-
Algorithmus wiirde die Naherungslosung zf = x5 = 2§ = 29 = 1, 2f = 2 = 0 liefern. Der
Zielfunktionswert 29 = 74 unterschreitet die Schranke.

Die Vorgabe ¢ = %1 liefert im Schritt 1 die Zahl [ = 2. Im Schritt 2 werden deshalb ledig-
lich zuldssige Losungen, bei denen nur ein Gegenstand eingepackt wird, hinsichtlich ihres
Zielfunktionswertes verglichen. Da der letzte Gegenstand den héchsten Nutzwert besitzt,
erhélt man x1 = 29 = 23 = x4 = x5 = 0, ¢ = 1 mit z = 29 am Ende von Schritt 2 als
bisher beste Naherungslosung.

Der dritte Schritt des Naherungsschemas soll fiir einige wenige zweielementige Teilmengen
L demonstriert werden.

e Die Menge L = {5,6} mit den zwei grofiten Nutzwerten erzeugt das Rucksack-
problem mit Kapazitit G, = 20. Wegen zu hoher Gewichte reduziert sich die Ge-
genstandsmenge auf Np = {1}. Die daraus resultierende N#herungslosung x; = 1,
o = w3 = x4 = 0, 5 = g = 1 mit z = 59 ist nicht besonders gut. Der Greedy-
Algorithmus mit einer Sortierung nach den Zielfunktionskoeffizienten c¢; wiirde auch
genau diese Naherungslosung erzeugen.

e Die Menge L = {4,6} erzeugt das Rucksackproblem mit Kapazitit G, = 21 und
Gegenstandsmenge Nj, = {1,2}. Der erweiterte Greedy-Algorithmus wéhlt nicht die
Greedy-Losung, sondern den einzelnen Gegenstand mit Nummer 2 aus. Die erzeugte
Néherung z1 = 0,29 = 1,23 =0, 24 = 1, x5 = 0, x5 = 1 besitzt den Zielfunktionswert
z = 78. und wiirde bereits die Vorgabe erfiillen.
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e Fiir L = {2,3} erhélt man die Kapazitit G = 53. Die mogliche Gegenstandsmen-
ge N\ L ={1,4,5,6} wird wegen der Forderung ¢; < min{22, 23} auf die Menge
Np = {1} reduziert. Damit wird x; = 29 = 23 = 1, x4 = x5 = 26 = 0 als Nédhe-
rungslosung mit z = 47 erzeugt. Ohne die Einschriankung wiirde die Menge N \ L
die Naherungslosung 1 = 29 = 23 = 24 = 1, x5 = ¢ = 0 mit z = 74 liefern.
Diese Niherungslosung erhilt man aber auch aus der Menge L = {3,4}. Mit der vor-
genommenen Einschrankung auf die Menge Ny wird hier ein mehrfaches Erzeugen
dieser Naherungslosung vermieden und der Aufwand hinsichtlich der Gréfle der zu
betrachtenden Teilprobleme gesenkt.

e Fiir L = {1,6} erhidlt man G, = 46, aber N, = (). Der erweiterte Greedy-Algorithmus
wird nicht aufgerufen. Mit 1 = 1, 29 = 23 = x4 = x5 = 0, x4 = 1 entsteht eine
unbrauchbare Naherungslosung mit z = 31.

e Die Menge L = {4,5} erzeugt das Rucksackproblem mit Kapazitiat G; = 43 und
Gegenstandsmenge N = {1,2,3}. Der erweiterte Greedy-Algorithmus wihlt die
Greedy-Losung, bestehend aus den ersten beiden Gegenstinden aus. Die erzeugte
Niherungslosung x4 = x4 = 1, 25 = 0, 21 = 28 = 1, z{ = 0 liefert fiir das

Niherungsschema mit z4 = 79 den grofiten Zielfunktionswert.

Das vorliegende Beispiel hat erkennbar eine problematische Struktur. Die nicht mehr nutz-
bare Restkapazitét aller im Laufe des Verfahrens erzeugten akzeptierbaren Ndherungslosun-
gen ist recht hoch und die Genauigkeitsschranke ¢ = i wird nur unwesentlich unterschrit-
ten. Erst mit [ = 3 wiirde auch die Optimallésung als Naherungslosung erzeugt.
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